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Abstract 

An der Otto-von-Guericke-Universität Magdeburg wurden die Virtuellen Stochastischen 

Sensoren, zur Analyse von stochastischen Systemen mit diskreten Zuständen, entwickelt. 

Dieses Verfahren ermöglicht zum Beispiel die Analyse von Augmented-Stochastic-Petri-

Netzen oder Hidden-non-Markovian-Models. Diese Modelle sind nur teilweise beobachtbar. 

Die Aussagekraft eines Virtuellen Stochastischen Sensors hängt davon ab, wie sicher der 

interne Zustand rekonstruiert werden kann. In dieser Arbeit wird die Beobachtbarkeit auf 

drei verschiedene Weisen definiert. Typ-1 ist ein Maß für die Fähigkeit Ereignisse zu 

beobachten. Typ-2 gibt an wie sicher der aktuelle Zustand rekonstruiert werden kann. Typ-3 

stellt ein Maß für die Rekonstruierbarkeit des Pfades eines Virtuellen Stochastischen Sensors 

dar. Getestet wurde die Qualität dieser Definitionen anhand von drei verschiedenen 

Experimenten. Im Test war es für zwei der drei Experimente möglich anhand der 

berechneten Beobachtbarkeiten (Typ-2 und Typ-3) die Modelle eines Experimentes 

entsprechend der Qualität zu ordnen. Die Experimente zeigen aber auch, dass die 

Beobachtbarkeit noch nicht praktisch anwendbar ist. Der Rechenaufwand ist zu groß. Es 

wurde eine Abschätzung für die Beobachtbarkeit Typ-2 gegeben, um dieses Problem zu 

lösen. Diese Abschätzung unterschätzt allerdings die Beobachtbarkeit noch sehr stark und ist 

daher nur bedingt anwendbar. Auf Basis dieser Beobachtbarkeit wurde der Mehrwert einer 

Sensorkonfiguration definiert. Dieser gibt an, wie gut sich die Beobachtbarkeit durch die 

Sensorkonfiguration im Vergleich zu einer anderen verbessert oder verschlechtert. 

Schlüsselwörter: Virtueller Stochastischer Sensor, Beobachtbarkeit, HnMM, CHnMM, ASPN, 

Proxel Algorithmus 
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1. Vorwort 

1.1. Einleitung 

In unserem täglichen Leben finden sich überall stochastische Prozesse wieder. So sind 

Wettervorhersagen, Zukunfts-Prognosen oder Haltbarkeit von Geräten stochastische 

Prozesse. In der Physik sind zum Beispiel die Brownsche Molekularbewegung oder die 

Aufenthaltswahrscheinlichkeiten von Elektronen solche stochastischen Prozesse. 

Stochastische Prozesse werden durch stochastische Modelle abgebildet. Dabei wird häufig 

ein Trade-Off zwischen Realitätstreue und Berechenbarkeit gemacht. In der 

Zahlenreihenanalyse werden häufig ARIMA-, ARCH- oder GARCH-Prozesse angepasst, um 

zukünftige Datenpunkte zu berechnen.[1, 2] In den Wirtschaftswissenschaften wird zum 

Beispiel die Markov-Kette verwendet. 

Stochastische Modelle finden auch in der computergestützten Simulation Verwendung. In 

der Informatik wird zum Beispiel bei Verkehrssimulationen unter anderem mithilfe von 

Stochastischen Modellen versucht, das Verhalten des Systems realitätsgetreu abzubilden. 

Verschieden Veränderungen an Ampelphasen oder Straßenverläufen zum Testen, welche 

Ampeleinstellung die Beste ist, sind in der Realität nicht durchführbar. Daher ist es 

notwendig zu simulieren, wie die Verkehrslage sich mit den entsprechenden Parametern 

verändert. 

Ein Forschungsschwerpunkt des Lehrstuhls für Simulation an der Otto-von-Guericke-

Universität Magdeburg ist die Entwicklung neuer „user“ oder „computational models“, um 

stochastische Prozesse abbilden zu können. Eine untersuchte Untergruppe sind dabei die 

partiell-beobachtbaren stochastischen Systeme. Diese bilden einen partiell-beobachtbaren 

stochastischen Prozess ab. Dabei ist der interne Zustand des Systems nicht direkt 

beobachtbar. Ein Beispiel für so ein partiell-beobachtbares System ist ein Gefangener in 

einer Zelle ohne Fenster, der das Wetter bestimmen möchte. Er kann das Wetter nicht direkt 

beobachten, aber aufgrund der Kleidung seiner Besucher (nass/trocken, dreckig/sauber, 

etc.) Rückschlüsse auf dieses ziehen. Derartige Modelle sind in vielen Bereichen 

einsetzbar.[3, 4, 5] 
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1.2. Motivation 

In der Realität können viele Prozesse durch ein stochastisches Modell abgebildet werden. Ein 

Beispiel ist die Warteschlangenlänge an einer Kasse, bei der wir annehmen, dass die 

Bearbeitungszeit pro Kunde normalverteilt sei. Hier stellt sich zum Beispiel die Frage, wie 

lang die Warteschlangenlänge in Abhängigkeit zur Ankunft der Kunden wird und ob eine 

weitere Kasse geöffnet werden muss. Oftmals fehlen uns allerdings Informationen. Dies 

kann daran liegen, dass es nicht möglich ist, weitere Sensoren zu benutzen, oder der 

finanzielle Aufwand dafür zu groß wäre. Daher bieten sich nur die partiell-beobachtbaren 

Modelle zum Abbilden der Prozesse an. 

Derartige Modelle werden verwendet, um bestimmte Werte zu berechnen oder das 

Verhalten eines Systems zu rekonstruieren. So ist zum Beispiel bei einem Spiel ohne perfekte 

Informationen, die beste Strategie zum Gewinnen gesucht. Ohne perfekte Informationen 

bedeutet dabei, dass nicht alle Informationen zu jeder Zeit für den Spieler einsehbar sind. So 

sind Handkarten bei Kartenspielen zum Beispiel nur für den jeweiligen Spieler einsehbar. 

Auch wenn man die Handkarten nicht sehen kann, so bestimmen diese dennoch das 

Verhalten der Spieler. 

Bei der Gestenerkennung von Trajektorien kann z.B. von Interesse sein, welche Geste 

ausgeführt wurde oder welcher Nutzer diese Geste ausgeführt hat. Für beide Beispiele kann 

ein partiell-beobachtbares stochastisches Modell verwendet werden. [6, 7] 

Die Verwendbarkeit ist dabei von 2 Parametern abhängig. Erstens: Wie genau bildet das 

stochastische Modell den stochastischen Prozess und damit die Realität ab? Und zweitens: 

Wie sicher sind die Lösungen des stochastischen Modells? Ersteres ist Prozess und Modell 

abhängig, also vom konkreten Anwendungsfall. Mit letzterem ist die Qualität der Lösung 

gemeint, also wie gut ist der interne Zustand des Modells rekonstruierbar. Dieser Parameter 

- die „Beobachtbarkeit“ - ist dabei Model abhängig. 

Bisher wurde die Beobachtbarkeit in Verbindung mit partiell-beobachtbaren stochastischen 

Systemen noch nicht untersucht. Dabei spielt sie eine wichtige Rolle. Die Beobachtbarkeit 

eines Systems gibt Aufschluss darüber, wie gut ein Modell den internen Zustand eines 

Systems rekonstruieren kann. Bei Systemen mit geringer Beobachtbarkeit kann zur 

Rekonstruktion genauso gut geraten werden. Selbstwenn das Modell den Stochastischen 

Prozess und die Realität perfekt abbildet, so sind die Ergebnisse von geringer Aussagekraft. 
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1.3. Ziele 

In diesem Abschnitt gehe ich kurz auf die Ziele ein, die mit dieser Arbeit realisiert werden 

sollen: 

1. Was ist die Beobachtbarkeit? Da die Beobachtbarkeit im Kontext von partiell-

beobachtbaren stochastischen Systemen noch nicht definiert wurde, ist es 

notwendig zuerst diesen Begriff zu definieren. 

2. Ist die Beobachtbarkeit praktisch berechenbar? Ist es möglich im Vorfeld die 

Beobachtbarkeit zu berechnen, sodass verschiedene Konfigurationen des Systems 

im Vorfeld verglichen werden können. 

3. Falls eine Berechnung der Beobachtbarkeit zu aufwändig ist, kann diese 

Abgeschätzt werden? 

4. Wie gut funktionieren diese Abschätzungen in Bezug auf Berechenbarkeit und 

Genauigkeit? 

5. Dabei stellt sich die Frage, wie ist die Qualität dieser Definitionen? Wie ist der 

Zusammenhang zwischen Beobachtbarkeit und der Qualität der Lösung eines 

solchen Systems? 

6. Welchen Einfluss hat ein Sensor(-setup) auf die Beobachtbarkeit? Was ist der 

Mehrwert eines Sensors oder Sensorsetups und wie lässt sich dieser berechnen. 

7. Gibt es einen Zusammenhang zwischen Berechenbarkeit der Systeme und der 

Beobachtbarkeit? Eine Methode zum Rekonstruieren von partiell-beobachtbaren 

Systemen mit diskretem Zustandsraum ist die Proxel-Methode. Aufgrund des 

exponentiell ansteigenden Zustandsraumes sind komplexe Systeme teilweise nur 

mit großem Rechen- und Speicheraufwand zu rekonstruieren. 

Die Arbeit ist dabei zur Beantwortung dieser Fragen folgendermaßen gegliedert. Zuerst 

werden die benötigten Voraussetzungen erläutert. Dazu zählen die verwendeten Modelle 

und Berechnungsmethoden. Das darauffolgende Kapitel beschäftigt sich mit der 

theoretischen Betrachtung. Die Beobachtbarkeit wird erstmals definiert und es werden 

Berechnungsmethoden und Abschätzungsmethoden vorgestellt. Das Kapitel Experimente 

beschäftigt sich mit der Bewertung der verschiedenen Definitionen und Berechnungen. Im 

letzten Kapitel wird noch einmal diese Arbeit zusammengefasst und auf die Ziele in diesem 

Kapitel eingegangen. 
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2. Theoretischer Hintergrund 

2.1. Beobachtbarkeit in der Reglungstechnik 

Der Begriff der „Beobachtbarkeit“ wurde erstmals von Rudolf E. Kálmán verwendet. Es 

beschreibt in der Regelungstechnik, wie gut der interne Zustand eines Systems durch 

externe Messungen bestimmt werden kann. Kálmán benutzte den Ausdruck um linear 

dynamische Systeme zu beschreiben.[8, 9] Linear dynamische Systeme sind im Gegensatz zu 

stochastischen Systemen deterministisch. Ist der Startzustand         bekannt, können 

die Zustandsvariablen zu jedem diskreten Zeitpunkt bestimmt werden.[9] Dabei hat der 

Ausgabevektor in der Regel weniger Dimensionen als der Eingabevektor.[10] Es ist also nicht 

möglich aus einem Datenpunkt den Startzustand zu ermitteln. Man kann über den 

Startzustand mehr erfahren, wenn nicht nur ein Messwert, sondern mehrere Messwerte 

über ein zeitliches Intervall betrachtet werden.[9, 10] So kann der aktuelle Systemzustand 

rekonstruiert werden. [9, 10] 

„Ein System [..] heißt vollständig beobachtbar, wenn der Anfangszustand    aus dem über 

ein endliches Intervall        bekannten Verlauf der Eingangsgrößen         und der 

Ausgangsgröße         bestimmt werden kann.“ [10] 

Im Unterschied zu den Systemen der Regelungstechnik sind die internen Vorgänge der in 

dieser Arbeit betrachteten Systeme nicht deterministisch sondern stochastisch. Daher sind 

interne Zustände zu einem späteren Zeitpunkt nicht zwangsläufig bekannt, obwohl zum 

aktuellen Systemzeitpunkt der Zustand bekannt sein kann. Zudem wird in dieser Arbeit 

davon ausgegangen, dass der Startzustand bekannt ist. 
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2.2. Diskret-Zeit Markov-Kette 

A B

0,9

0,7

0,1 0,3

 

Abbildung 1 - Graphische Repräsentation einer Markov-Kette 

Eine Markov-Kette ist ein stochastischer Prozess. Mit einer Markov-Kette können die 

Wahrscheinlichkeiten zukünftiger Ereignisse (Zustände) berechnet werden. Dabei muss 

erfüllt sein, dass zukünftige Ereignisse nur von dem direkt vorhergehenden Zustand 

abhängen. Eine Markov-Kette ist dabei ein gerichtet gewichteter Graph. Die 

Ausgangsgewichte sind dabei die Zustandswechselwahrscheinlichkeiten. Die Knoten werden 

Zustände genannt.[11, 12] Die Markov-Kette muss dabei nicht endlich sein. Die diskret-Zeit 

Markov-Kette kann wie folgt definiert werden: 

Eine Menge von Zuständen               

Eine Zustandswechselwahrscheinlichkeit    

         
   

         

  

mit der Bedingung        
 
      und            

Der Startvektor            enthält dabei die Wahrscheinlichkeit sich zum Zeitpunkt 

0 im jeweiligen Zustand zu befinden. 

Die Wahrscheinlichkeiten zu einem späteren Zeitpunkt   berechnet sich wie folgt: 

              
    

Markov-Ketten haben viele Anwendungsgebiete. In der Personalplanung werden Markov-

Ketten eingesetzt, um den Personalverlauf durch Einstellungen, Entlassungen, 

Beförderungen oder Weiterbildungen abzubilden und so die Personalentwicklung 

abzuschätzen. Auch der Google Page-Rank Algorithmus bewertet die Webseiten auf Basis 

einer Markov-Kette. [13] 
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2.3. Petri-Netz 

 

Abbildung 2 – Graphische Repräsentation eines Petri-Netzes 

Ein Petri-Netz ist ein formales Konstrukt zur Modellierung und Analyse von Prozessen und 

Systemen. Petri-Netzte eignen sich insbesondere zur Modellierung von diskreten, verteilten 

Systemen, zur Modellierung von Parallelität und Nebenläufigkeit. Nebenläufigkeit beschreibt 

dabei Prozesse die in beliebiger Reihenfolge abgearbeitet werden können und damit 

voneinander unabhängig sind. Entwickelt wurden Petri-Netze von Carl Adam Petri aus den 

endlichen Automaten. [14, 15] 

Mittlerweile gibt es viele Erweiterungen von Petri-Netzen. Die Augmented-Stochastic-Petri-

Nets beinhalten z.B. für jede Transition eine Verteilungsfunktion, zur Beschreibung der 

Aktivierungsintervalle. Zusätzlich hat jede Transition eine Menge von Output-Symbol und 

deren Wahrscheinlichkeiten. Spezielle Immidiate-Transtions schalten dabei sofort.[16] 

Derartige Petri-Netze ermöglichen die Modellierung eines Virtuellen Stochastischen-Sensor 

(siehe nächstes Unterkapitel). Die in dieser Arbeit verwendeten Modelle sind derartige 

Augmented-Stochastic-Petri-Nets. 
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2.4. Virtueller Stochastischer Sensor 

Ein Virtueller Sensor liefert Informationen über Parameter, Zustände, etc. ohne dabei den 

tatsächlichen Wert direkt zu messen. Ein Geschwindigkeitssensor, der z.B. die 

Beschleunigung misst und diese dann integriert, ist ein Virtueller Sensor. Ist das Ergebnis 

eines Virtuellen Sensors kein Festwert sondern eine Menge von Festwerten mit 

dazugehörigen Wahrscheinlichkeiten, so sprechen wir von einem Virtuellen Stochastischen 

Sensor. Die im vorherigen Kapitel vorgestellten Augmented-Stochastic-Petri-Nets sind Teil 

eines Virtuellen Stochastischen Sensors. Die folgenden Modellarten stellen ebenfalls 

Benutzermodelle eines Virtuellen Stochastischen Sensors dar. Ein Virtueller Stochastischer 

Sensor besteht immer aus einem Model und einer Berechnungsmethode. [17] 

2.4.1. (Expanded) Hidden-Markov-Model 

 

Abbildung 3 – Beispiel eines Hidden-Markov-Models; die Wahrscheinlichkeit in dem jeweiligen Zustand zu 
bleiben, ist die Restwahrscheinlichkeit 

Quelle: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/d/dc/Hidden_markov_model.svg 

Ein Hidden-Markov-Model (HMM) ist eine Erweiterung einer Markov-Kette.[3, 4] Hierbei 

besitzt jeder Zustand zusätzlich noch eine Menge von Ausgabesymbolen mit dazugehörigen 

Wahrscheinlichkeiten. In jedem Zeitschritt wird ein Ausgabesymbol mit einer 

Wahrscheinlichkeit erzeugt - entsprechend dem Zustand in dem sich das Hidden-Markov-

Model befindet. Dabei bezeichnet der Pfad die chronologische Liste der internen Zustände. 

Die Spur bezeichnet die chronologische Liste der Ausgabesymbole. Mithilfe des Hidden-

Markov-Models kann dann z.B. beantwortet werden, wie wahrscheinlich eine Spur ist oder 

wie wahrscheinlich ein Pfad unter Bedingung einer bestimmten Spur ist.[3, 4, 18] 

Claudia Krull und Graham Horten passten 2007 das Hidden-Markov-Model so an, dass die 

Ausgabesymbole nicht mehr von dem Zustand abhängen, sondern von den 

Zustandsübergängen. [19] In dieser Arbeit werden unter anderem diese Expanded-Hidden-

Markov-Modelle erzeugt, da die Ausgabesymbole vom Zustandsübergang abhängen. Die 

Menge der verschiedenen Zustände ist dadurch kleiner, als die des entsprechenden Hidden-

Markov-Models. 
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2.4.2. Hidden-non-Markovian Model 

Da ein Hidden-Markov-Model eine Markov-Kette mit partieller Beobachtbarkeit ist, muss das 

Model die Markov-Eigenschaft erfüllen, also gedächtnislos sein. Das Hidden-non-Markovian 

Model (HnMM) von Fabian Wickborn et al. greift dieses Problem auf. Wie bei einem 

Expanded-Hidden-Markov-Model befinden sich die Ausgabesymbole in den 

Zustandsübergängen. Aber anders als bei den (Expanded)-Hidden-Markov-Modeln gibt es 

keinen konstanten Wert der die Übergangswahrscheinlichkeit beschreibt. Wie bei den 

Augmented-Stochastic-Petri-Nets bestimmt eine Verteilungsfunktion die Wahrscheinlichkeit, 

dass diese Transition feuert. [18] 

Für ein Hidden-Markov-Model werden diese Zustandsübergänge durch 

Exponentialverteilungen beschrieben. Exponentialverteilungen sind gedächtnislos. Bei einem 

konstantem   (Schrittlänge) haben alle Übergänge eine feste Wahrscheinlichkeit. 

Transitionen, die keine Ausgabe produzieren, sowie die Zeit zwischen zwei Zustandswechsel 

sind nicht beobachtbar. Außerdem ist ein HMM zeitdiskret (mit der Schrittlänge  ), während 

ein HnMM zeitkontinuierlich ist. Ein Lösungsverfahren für HnMM ist die Erweiterung der von 

Horton entwickelte Proxel-Methode (siehe 2.4.4 Zustandsraum und Proxel-Method). [18] 

2.4.3. Conversive Hidden-non-Markovian Model 

Eine Unterklasse der HnMM stellen die Conversive Hidden non-Markovian Models von 

Robert Buchholz dar. Hierzu muss die Bedingung erfüllt sein, dass bei jedem 

Zustandswechsel ein Ausgabesymbol erzeugt wird. Somit ist auch gegeben, dass solange 

kein Output-Symbol im System erzeugt wird, kein Zustandswechsel stattfindet. Buchholz 

entwickelte einen deutlich effizienteren Lösungsalgorithmus als die Proxel-Methode für 

HnMM.[20] 
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2.4.4. Zustandsraum und Proxel-Methode 

Graham Horton entwickelte die Proxel-Methode. Diese dient zur Berechnung von 

stochastischen Modellen mit diskreten Zuständen, wie Petri-Netze, Warteschlangensysteme 

oder Hidden-non-Markovian-Models. Dabei werden die kontinuierlichen Modelle 

diskretisiert und der Zustandsraum exploriert. Ein Proxel ist ein Tupel        , wobei   

die Wahrscheinlichkeit des Proxels darstellt und   der Zustand des Systems.[21] Für jedes 

Proxel   können die nachfolgenden Proxel berechnet werden. Dazu wird die 

Wahrscheinlichkeit berechnet, dass das System aus dem Zustand   in den neuen Zustand 

     innerhalb eines Zeitschrittes   wechselt.[21, 22] 

Der Zustand enthält dabei den internen Zustand des Models. Bei einem Petri-Netz sind dies 

die Token-Werte der einzelnen Stellen. Für ein Augmented-Stochastic-Petri-Net sind 

allerdings nicht nur die Token-Werte notwendig. Zur Berechnung der 

Übergangswahrscheinlichkeiten werden ebenfalls  -Werte benötigt. Diese geben an, wie 

lange eine Transition aktiv war, aber nicht gefeuert hat. Dies ist notwendig, da die Markov-

Eigenschaft nicht gegeben ist. Die Wahrscheinlichkeit dass eine Transition   im Zeitschritt   

schaltet ist daher von der Zeit   abhängig. [16, 22] 

Ein Proxel kann dabei ebenfalls einen Pfad, sowie eine Spur enthalten. In dieser Arbeit wird 

zwischen diskretem Zustand, Zustand und erweitertem Zustand unterschieden. Der diskrete 

Zustand beschreibt dabei nur den Zustand des Systems ohne zeitliche Komponente (Token-

Vektor für ein Petri-Netz). Der Zustand enthält zusätzlich noch die  -Werte der einzelnen 

Prozesse. Der erweiterte Zustand beinhaltet den diskretem Zustand die  -Werte, den Pfad 

und/oder die Spur. 
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Der State-Space und der Proxel-Baum 

Der Zustandsraum beschreibt die Menge aller Zustände eines Systems. Die Proxel-Methode 

exploriert diesen Zustandsraum zur Laufzeit. Dabei erstellt die Proxel-Methode einen Proxel-

Baum. Jedes Proxel enthält dabei eine ausgehende Kante zu allen möglichen Kinderproxeln. 

Der Pfad eines Proxels ist dabei der Pfad vom Wurzelelement (Startproxel) zum Proxel selbst. 

Beinhaltet das stochastische Modell Ausgabesymbole, so ist die Spur eines Proxels die Liste 

aller Ausgabesymbole, die entlang dieses Pfades erzeugt wurden. Der so erzeugt Baum 

entspricht einer Markov-Kette. 

(0.5,B,0,-) (0.03,C,0,S1)

A B

C

S1 S2

20% 80%

~N(10,5)

~N(20,5)

t=0

t=1

(1,A,0,-)

(0.13,C,0,S2) (0.34,A,1,-)

 

Abbildung 4 – Links: Ausschnitt aus Petri-Netz  
Rechts: Proxel-Baum für Zeitschritt 0 und Zeitschritt 1 mit einem      

Abbildung 4 zeigt ein Ausschnitt aus einem Petri-Netz und den Auszug aus dem 

dazugehörigen Proxel-Baum. Jeder Knoten entspricht einem Proxel. Die Tupel der Proxel 

haben dabei folgende Form:          .   ist dabei die Wahrscheinlichkeit des Proxels,   der 

belegte Zustand,   der Tau-Wert und   das Ausgabesymbol. 

Die Wahrscheinlichkeit eines Proxels ist dabei, die Wahrscheinlichkeit des Elternproxels 

multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit des Schaltvorganges während dieses Zeitschrittes 

und multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit des Ausgabesymbols. Die Wahrscheinlichkeit in 

dem Zustand zu bleiben, entspricht der Restwahrscheinlichkeit.[11, 18, 20, 21, 22]. 

Der Zustand   ist in diesem Beispiel durch das Label des Zustandes gegeben. In diesem 

Beispiel ist das eindeutig. Im Allgemeinen ist der Zustand für ein Petri-Net ein 

Zustandsvektor, sodass jeder Stelle eine Anzahl Token zugeordnet werden kann. Dies gilt 

auch für die  -Werte. In diesem Beispiel sind die  -Werte für alle aktiven Transitionen 

identisch. Im Allgemeinen ist auch   ein Vektor, der jedem aktiven Prozess (hier durch 

Transitionen abgebildet) einen  -Wert zuweist. 
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Berechnung der Wahrscheinlichkeit das eine Transition schaltet 

Zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit des neuen Proxels, muss die Wahrscheinlichkeit 

berechnet werden, dass die entsprechende Transition, die zum Zustand des neuen Proxels 

führt, schaltet. 

Sei     die Verteilungsfunktion der entsprechenden Transition. Ferner gelten folgende 

Zuordnungen: 

                 
 
  

Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Transition innerhalb der Zeit Δ schaltet, unter der 

Bedingung, dass sie die vergangene Zeit   nicht geschalten hat: 

               

 
                  

      
 

 
          

        
 

Für die Berechnung der Wahrscheinlichkeit mit der Proxel-Methode nehmen wir 

vereinfachend an, dass die Wahrscheinlichkeit                   ist. Dies ist 

zum Beispiel bei allen kontinuierlichen Verteilungsfunktionen der Fall. 

Dann gilt: 

          

        
 

 
       
   

 

         
 

  

 

 
           

      
 

 

  ist dabei die Zeit, die die Transition aktiv war, aber nicht geschalten hat und stellt damit 

den Vergangenheitsbezug dar. Für eine Exponentialverteilung ist der Wert der obigen 

Formel vom Wert   unabhängig. 
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Zustandsraum-Explosion 

Die Zeit- und Speicher-Komplexität des Algorithmus in dieser Form ist exponentiell. In einem 

Modell mit drei aktiven Transitionen in jedem Zustand, ist die Anzahl der Proxel auf der 21. 

Ebene bereits 1.099.511.627.776. Derartig viele Proxel können mit einem herkömmlichen PC 

nicht berechnet werden. Zumindest nicht in annehmbar kurzer Zeit. Bei einer Million Proxel 

pro Sekunde, bräuchte es über 300 Stunden, um diese Ebene komplett abzuarbeiten. Bei nur 

einem Byte pro Proxel würde diese Menge an Proxel bereits 1TB an Hauptspeicher belegen. 

Um die Komplexität des Algorithmus zu reduzieren. hat Horton eine 

Minimalwahrscheinlichkeit eingeführt. Unterbietet ein Proxel diesen Schwellwert, so wird 

das entsprechende Proxel verworfen. Ist die Gesamtwahrscheinlichkeit der verworfenen 

Proxel ausreichend klein, so sind die berechneten Ergebnisse trotzdem signifikant. [21, 11] 

Diese Methode reduziert zwar die Größe des Zustandsraumes, aber auf Kosten der 

Genauigkeit. Je mehr Proxel entfernt werden, desto ungenauer ist das Ergebnis. Hier den 

richtigen Trade-Off zwischen Genauigkeit und Berechenbarkeit zu finden, ist nicht einfach 

und häufig auch gar nicht möglich. 

Um den Zustandsraum zu verkleinern, kann auch die Größe des Zeitschrittes   verändert 

werden. Ein größeres   bedeutet, dass während eines Zeitschrittes mehr Systemzeit vergeht. 

Da eine Bedingung der Proxel-Methode ist, dass pro Zeitschritt für ein Proxel nur eine 

Transition schalten kann, wird der Zustandsraum auch so verkleinert. 

Eine weitere Methode zu Einschränkung des Zustandsraumes, ist das sogenannte Merging. 

Dabei werden Proxel einer Ebene mit gleichem Zustand, also Proxel deren Unterbäume in 

der Berechnung identisch sind, zu einem Proxel mit addierter Wahrscheinlichkeit 

zusammengefasst. Durch das Mergen von Proxels gehen allerdings die Pfad und Spur 

Informationen verloren. Dadurch ist das Mergen nicht in jedem Anwendungsfall möglich.[11] 
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Der Bezug zur Beobachtbarkeit 
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Abbildung 5 – Zwei Augmented-Stochastic-Petri-Netze mit 3 Stellen und 2 Transitionen.  

Auch wenn ein Modell mithilfe der Proxel-Methode berechenbar ist, so kann dennoch das 

Ergebnis nicht Aussagekräftig sein. Abbildung 5 zeigt zwei Petri-Netze die sich nur in den 

Ausgabesymbolen der Transitionen unterscheiden. Existiert nun eine Spur, so kann mithilfe 

eines Maximum-Likelihood-Schätzers die belegte Stelle geschätzt werden. Beim linken Petri-

Netz hat der Schätzer eine Sicherheit von 50%. Beim rechten Petri-Netzt hat der gleiche 

Schätzer eine Sicherheit von 75%. Die Qualität der Ergebnisse hängt scheinbar von der 

Qualität der Beobachtungen ab. Die Beobachtbarkeit gibt Aufschluss darüber wie 

rekonstruierbar der Zustand des Virtuellen Stochastischen Sensors ist. In dieser Arbeit 

werden die Werte der Beobachtbarkeit mithilfe der Proxel-Methode berechnet. 

 



Theoretische Betrachtungen    

 22 

3. Theoretische Betrachtungen 

Dieses Kapitel beschäftigt sich mit der Frage: „Was ist die Beobachtbarkeit?“ Die 

Beobachtbarkeit hat Einfluss auf die Rekonstruierbarkeit des internen Zustandes eines 

Virtuellen Stochastischen Sensors. In dieser Arbeit gehe ich davon aus, dass der interne 

Zustand eines Virtuellen Stochastischen Sensors zu Beginn bekannt ist. Die Beobachtbarkeit 

hängt im Wesentlichen von 2 Faktoren ab. 

1. Den Ausgaben des Systems 

Die Beobachtbarkeit hängt selbstverständlich von unseren Beobachtungen ab. Für 

die Systemausgaben sind die physischen Sensoren verantwortlich. Deshalb werde 

ich im Ersten Unterkapitel eine Einführung in den Zusammenhang zwischen 

Sensoren und Beobachtbarkeit geben. 

2. Determinismus/Stochastik des Systems 

Je Deterministischer das System ist, desto genauer wissen wir auch ohne 

Beobachtungen, was im inneren geschieht. 

Daher ist dieses Kapitel in drei Teile gegliedert. Da die Beobachtbarkeit zwangsläufig mit den 

Beobachtungen zusammenhängt, beschäftigt sich der erste Teil dieses Kapitel mit dem 

Einfluss der Sensoren. Der zweite Teil dieses Kapitels beschäftigt sich mit der 

Beobachtbarkeit. Hier wird die Beobachtbarkeit auf verschiedene Weise definiert. Es werden 

Abschätzungen und Berechnungsmethoden für die verschiedenen Definitionen vorgestellt. 

Der letzte Teil dieses Kapitels beschäftigt sich mit dem Mehrwert der Sensoren bzw. der 

Sensorkonfigurationen. 
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3.1. Sensor 

Für die physischen Ausgaben in einem System sind die physischen Sensoren verantwortlich. 

Von der Qualität und Quantität der Sensoren hängt die Ausgabe des Systems ab. In diesem 

Kapitel versuche ich zu erläutern, wie die Sensoren im Allgemeinen mit der Beobachtbarkeit 

zusammenhängen. Zusätzlich gebe ich einen Regelkatalog, nach dem man die Sensoren 

bezüglich ihrer Wirkung auf die Beobachtbarkeit oberflächlich bewerten kann. 

Eine Annahme dabei ist, dass die Sensoren eine digitale Ausgabe produzieren. Auch wenn 

die Sensoren einen kontinuierlichen Wert messen, so sind alle Ergebnisse quantisiert. Dies 

ist notwendig, damit die Zustände diskret bleiben. Desweiteren wird davon ausgegangen, 

dass alle Sensoren fehlerfrei funktionieren. Ein Sensor der einen Prozess überwacht liefert 

daher immer eine Ausgabe, wenn dieser Prozess abgeschlossen ist. Sensoren die zum 

Beispiel nur 50% der Zustandswechsel detektieren werden in dieser Arbeit nicht betrachtet. 

Der Mehrwert eines Sensors ist ein Maß für die Steigerung der Beobachtbarkeit durch die 

Verwendung dieses Sensors. Der Mehrwehrt ist von folgenden Eigenschaften abhängig: 

1. Aktivitätsrate 

Eine hohe Aktivitätsrate bedeutet, dass der Sensor mit einer hohen 

Wahrscheinlichkeit Ausgaben produziert. Bei einer niedrigen Aktivitätsrate 

befindet sich der Sensor im Gegenzug in einem unwahrscheinlichen Bereich des 

Systems. Die Aktivitätsrate ist nur von der Position des Sensors im System 

abhängig. 

Eine höhere Aktivitätsrate ist zu bevorzugen. 

2. Ausgabequantität 

Die Quantität der möglichen Ausgaben eines Sensors hat ebenfalls einen Einfluss 

auf die Qualität der Ergebnisse des Virtuellen Stochastischen Sensors. Soll 

beispielsweise die Prozessoraktivität eines Rechners anhand der 

Prozessorlüfterlautstärke bestimmen werden, so kann ein Lüfter mit mehreren 

Geschwindigkeitsstufen mehr Aufschluss geben, als ein Lüfter mit nur 2 

Geschwindigkeitsstufen. Im Model des Systems könnte sich dieser Sensor (Lüfter + 

Lautstärkesensor) an mehreren Stellen gleichzeitig befinden. Aufgrund einer 

höheren Ausgabequantität ist es dann möglich die verschiedenen logischen 

Sensoren zu unterscheiden. 

Eine höhere Ausgabequantität ist zu bevorzugen. 
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3. Eindeutigkeit der Ausgabe 

Die Eindeutigkeit der Ausgaben ist bezogen auf die Anzahl der logischen Sensoren 

mit gleicher Ausgabe. Ein physischer Sensor kann sich in einem Model an 

mehreren Stellen befinden. Eine einfache Lichtschranke an einer Tür befindet sich 

sowohl am Eingang als auch am Ausgang des Models. Im Model befinden sich zwei 

logische Sensoren mit derselben Ausgabe. Eine doppelte Lichtschranke kann 

zwischen Eingang und Ausgang differenzieren. Die beiden logischen Sensoren 

haben in dem Fall unterschiedliche Ausgaben und sind so unterscheidbar. In 

diesem Beispiel wurde die Ausgabequantität des Sensors „Lichtschranke“ erhöht. 

Dadurch wurde ebenfalls die Eindeutigkeit erhöht. 

Je eindeutiger die Ausgabe ist, desto größer ist der Mehrwert. 

4. Modeldeterminismus 

Ein Sensor in einem Bereich mit einem hohen Grad an Determinismus, hat eher 

einen geringen Mehrwert. Wenn auch ohne Sensor bereits bekannt ist, was 

passiert, dann kann ein Sensor nur das bestätigen, was ohnehin schon bekannt ist. 

5. Sensordichte 

Die Sensordichte steht im engen Zusammenhang mit dem Modeldeterminismus. 

Eine hohe Sensordichte kann zu einer hohen Beobachtbarkeit in dem Bereich 

führen. Wissen wir was in dem Bereich passiert, dann ist auch hier der Mehrwert 

eines weiteren Sensors sehr gering. Ein Sensor sollte also eher in einem Bereich 

platziert werden, wo eine geringe Sensordichte existiert. 

Dabei ist zu beachten, dass die Reihenfolge der Sensorausgaben durchaus 

Aufschluss über interne Abläufe geben kann. Im Beispiel mit der doppelten 

Lichtschranke befinden sich zwei Lichtschranken sowohl physisch als auch logisch 

hintereinander. Die Reihenfolge der Lichtschranken-Aktivität gibt Aufschluss über 

die Bewegungsrichtung. Hierfür müssen die beiden Lichtschranken nahe bei 

einander positioniert sein. 

Anhand dieser fünf Punkt lassen sich mit Wissen über das System die möglichen Positionen 

eines weiteren Sensors vergleichen. Dabei gibt dieser Bewertungskatalog eine oberflächliche 

Aussage. Im nächsten Unterkapitel wird die Beobachtbarkeit definiert. Auf Basis dieser 

Definition wird dann der Mehrwert definiert. Damit lassen sich dann verschiedene 

Sensorkonfigurationen vergleichen. 
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3.2. Beobachtbarkeit 

Im vorherigen Unterkapitel wurde ein kurzer Einblick in Sensoren und deren Zusammenhang 

zur Beobachtbarkeit gegeben. Bisher wurde die Beobachtbarkeit allerdings noch nicht 

definiert. Dieser Abschnitt beschäftigt sich mit der Definition der Beobachtbarkeit. Ebenso 

werden Algorithmen zur Berechnung vorgestellt. Diese Algorithmen nutzen die Proxel-

Methode, um die notwendigen Werte zu berechnen. Da diese Berechnungen sehr 

Rechenaufwändig sind, werden auch erste Abschätzungen vorgestellt. 

Die Beobachtbarkeit soll Aufschluss darüber geben, wie sicher die internen Zustände 

aufgrund der Sensoren zu rekonstruieren sind. Bisher gibt es allerdings noch keine 

wissenschaftliche Definition der Beobachtbarkeit im Kontext von Virtuellen Stochastischen 

Sensoren. Im Rahmen dieser Arbeit habe ich die Beobachtbarkeit in drei Typen unterteilt. 

1. Detektierbarkeit 

„Die Fähigkeit Ereignisse zu beobachten“ 

Dieser Grad der Beobachtbarkeit soll ein Maß dafür sein wie häufig wir 

Beobachtungen detektieren. Die Qualität der Beobachtungen spielt dabei keine 

Rolle. Es wird nur betrachtet, ob etwas beobachtet wird und nicht was. 

2. Zustandsrekonstruktion 

„Die Fähigkeit den internen Zustand des System zu rekonstruieren“ 

Sowohl der Determinismus des Systems, als auch die vergangenen Beobachtungen 

können Aufschluss über den aktuellen Zustand geben. Dieser Grad der 

Beobachtbarkeit gibt an, mit welcher Sicherheit der aktuelle Zustand bestimmt 

werden kann. 

3. Pfadrekonstruktion 

„Die Fähigkeit den gesamten Pfad zu rekonstruieren“ 

Dieser Grad der Beobachtbarkeit ist nicht nur vom aktuellen Zustand abhängig, 

sondern von dem gesamten Pfad. Es ist nicht nur wichtig in welchem Zustand sich 

das System befindet, sondern auch, wie es diesen Zustand erreicht hat. 

Dabei ist die Beobachtbarkeit nicht über die Zeit konstant. Da in dieser Arbeit der 

Startzustand des Systems bekannt ist, ist die Beobachtbarkeit am Anfang ebenfalls 

dementsprechend erhöht. Daher wird die Beobachtbarkeit in Abhängigkeit der Systemzeit 

definiert. Die Untersuchungen zur Pfadlänge in dieser Arbeit zeigen, dass die Qualität eines 

Virtuellen Stochastischen Sensors durch eine höhere Anzahl Ausgabesymbole steigt. Daher 

wird die Beobachtbarkeit in dieser Arbeit als eine Funktion über der Zeit definiert. 

Die Experimente zur tatsächlichen Laufzeit und zur Qualität der Definitionen befinden sich in 

den entsprechenden Abschnitten des nächsten Hauptkapitels „Experimente“. 
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3.2.1. Beobachtbarkeit Typ-1 

„Die Fähigkeit Ereignisse zu beobachten“ 

Beobachtbarkeit Typ-1 ist der einfachste Grad der Beobachtbarkeit und besagt, welcher 

Prozentsatz an Ereignissen zu beobachten sind. Dabei spielt es keine Rolle, ob zwischen 

verschiedenen Ereignissen differenziert werden kann oder nicht. Lediglich die Quantität und 

nicht die Qualität der Beobachtungen zählt. 

Ein hoher Wert besagt, dass wir genau wissen, wann ein Ereignis auftritt. Das ermöglicht ein 

deutlich einfacheres Berechnen und Lösen der Virtuell Stochastischen Sensoren. CHnMM 

von Robert Buchholz sind zum Beispiel ein Spezialfall von HnMM mit einer benötigten 

Beobachtbarkeit Typ-1 von 1. CHnMM sind wesentlich schneller zu lösen, als die 

ursprünglichen HnMM. [20] 

                                                                

Ein Ereignis beschreibt hierbei ein Vorgang im System. Dabei kann sowohl vor als auch nach 

dem Vorgang das System im selben Zustand vorliegen. Bei Augmented-Stochastic-Petri-

Netzen wird zum Beispiel ein Ereignis durch das feuern einer Transition abgebildet. 

Berechnung 

Die Beobachtbarkeit Typ-1 kann mithilfe der Proxel-Methode berechnet werden. Die 

Folgende Formel zeigt die Berechnung mithilfe der Proxel-Methode: 

       
                             

                               
 

           ist dabei die Menge der Proxel, die im Zeitschritt   eine Ausgabe erzeugen. 

Entsprechend ist              die Menge der Proxel, die durch ein Ereignis im Zeitschritt   

erzeugt wurden. Es ist durchaus möglich, dass dieser Vorgang im selben Zustand endet, wie 

er gestartet hat. 

Hierbei ist weder der Pfad noch die Spur entscheidend, lediglich ob ein Ereignis auftrat und 

ob ein Ausgabesymbol erzeugt wurde. Dadurch ist ein Mergen der Proxel möglich. Dabei 

können alle Proxel mit demselben erweiterten Zustand zu einem Proxel zusammengeführt 

werden. Der erweiterte Zustand besteht hierbei aus den zeitlichen internen Zuständen des 

Systems, sowie die Information, ob im letzten Zeitschritt ein Event auftrat, oder nicht. 
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Berechnung durch eine Markov-Kette 

Trotz Merging existieren bei der Berechnung der Beobachtbarkeit Typ-1 redundante 

Berechnungen. Dies liegt daran, dass das Mergen von Proxeln nur mit Proxeln gleicher Ebene 

funktioniert. Der Grund dafür ist, dass der Zeitpunkt   im Model die Position in der Spur oder 

die Position im Pfad wiederspiegelt. Ist zum Beispiel die Wahrscheinlichkeit eines Pfades bei 

einer gegebenen Spur gesucht, so enthält jedes Proxel einen Wert  , der die Position in der 

Spur angibt. Dadurch können trotz gleichem Zustand die berechneten Unterbäume zweier 

Proxel verschieden sein. Außerdem entspricht   auch der Ebene eines Proxels im Proxel-

Baum. Durch Merging ist der erzeugt Graph zwar kein Baum mehr, allerdings immer noch 

Kreisfrei. Für die Berechnung der Beobachtbarkeit Typ-1 ist die Position in der Spur nicht 

notwendig. Die  -Werte hingegen werden benötigt, da   die Dimension der Beobachtbarkeit 

ist. Die Summe aller Proxel einer Ebene – also alle Proxel mit gleichem   - ist 1. 

Um diese Redundanz weiter zu reduzieren, habe ich, auf der Basis der Idee des Merging auch 

über die Ebene hinweg, ein Algorithmus entwickelt, der den Zustandsraum in ein Expanded 

Hidden-Markov-Model umwandelt. 

Der mithilfe des Proxel-Algorithmus explorierte Zustandsraum entspricht einer Markov-

Kette, bei der der erweiterte Zustand durch Systemzeit ( ), System-Zustand (Token-Vektor 

und  -Vektor), das erzeugte Ausgabesymbol und den Elternknoten definiert ist. Für die 

Beobachtbarkeit Typ-1 wird noch zusätzlich benötigt, ob der neue Zustand durch ein Ereignis 

hervorgerufen wurde oder nicht. Mit Merging werden Zustände, die sich nur durch den 

Elternknoten unterscheiden zu einem Zustand gemergt. Wird zusätzlich über die Ebene 

gemergt, so verliert jeder Zustand die Information über die Systemzeit. Bei einem Markov-

Model ist die Systemzeit nicht im Model selber kodiert, sondern ein Parameter bei der 

Berechnung der Zustandswahrscheinlichkeit:         
 . (siehe Kapitel „Diskret-Zeit 

Markov-Kette“) 

Die erzeugte Markov-Kette entspricht bereits einem Hidden-Markov-Model mit eindeutiger 

Symbolausgabe pro Zustand. Ein Hidden-Markov-Model erzeugt pro Zeitschritt eine 

Ausgabe. Diese Markov-Kette hat Zustände die keine Ausgaben erzeugen, dies ist aber 

äquivalent zur Ausgabe eines gemeinsamen ungenutzten Ausgabesymbols. Damit besitzt 

jeder Zustand der Markov-Kette ein einziges Ausgabesymbol und entspricht einem Hidden-

Markov-Model. Für die Beobachtbarkeit Typ-1 ist die Art des Ausgabesymbols allerdings 

nicht wichtig. Daher können alle Ausgabesymbole zu einem zusammengefasst werden. 
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Abbildung 6 – Proxel-Baum, Proxel (p,S,tau,E) mit gleicher Umrandung haben gleiche Werte für S,tau,E 
(ausgenommen durchgezogene Umrandung) 

Abbildung 6 zeigt einen Proxel-Baum und das dazugehörige Mergen. Proxel mit derselben 

Umrandung (außer durchgezogen) haben in diesem Beispiel gleichen Systemzustand und 

gleiches Ausgabesymbol. Diese Proxel können daher zu einem Proxel gemergt werden. Beide 

Graphen entsprechen einer Markov-Kette. E bis E5 entsprechen dabei dem Ausgabesymbol, 

das erzeugt wird. Dieses Ausgabesymbol wird mit einer Wahrscheinlichkeit von 100% 

erzeugt. Die Markov-Kette ist damit äquivalent zu einem Hidden-Markov-Model. 

Das erzeugte Hidden-Markov-Model ist nicht notwendigerweise endlich. Bei einem 

Warteschlangenproblem kann zum Beispiel in jedem Zeitschritt ein Kunde sich in die 

Warteschlange einreihen. Auch wenn die Wahrscheinlichkeit nahe 0 ist, so gibt es keine 

feste Obergrenze für die Länge der Warteschlange. Das zugehörige Hidden-Markov-Model 

hat unendlich viele Zustände. 
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Für die Berechnung der Beobachtbarkeit Typ-1 ist es ausreichend, den Zustandsraum nur bis 

zum Zeitschritt   zu explorieren. Eine zweite Möglichkeit besteht darin einen Schwellwert zu 

definieren. Wird dieser Schwellwert von einem Proxel unterboten, so wird dieses Proxel 

nicht weiterverarbeitet. Hier müssen allerdings die ausgehenden 

Kantenwahrscheinlichkeiten der Zustände normalisiert werden. 

Die Beobachtbarkeit Typ-1 kann nun wie folgt aus dem Hidden-Markov-Model berechnet 

werden: 

       
    

      
            

 

   ist dabei der Startvektor und   die Überganswahrscheinlichkeitsmatrix. 

     ist dabei ein Vektor der für jeden Zustand angibt, ob dieser ein Ausgabesymbol 

produziert oder nicht. 

       ist dabei ein Vektor der für jeden Zustand angibt, ob dieser durch ein Ereignis 

erzeugt wurde oder nicht. 

Die Matrix   ist dabei sehr dünn besetzt. Es existieren Zahlreiche Algorithmen zum 

Berechnen von     
  wenn   dünn besetzt ist. Der wohl einfachste ist die Matrix    als 

Adjazenzliste zu speichern und        
  iterativ zu berechnen. Der Rechenaufwand liegt 

dann in              , wobei          die Anzahl der Zellen ungleich 0 entspricht. Im 

Vergleich mit den Berechnungen zur Beobachtbarkeit Typ-2 oder Typ-3 oder zur Proxel-

Methode von Horton, ist die Berechnung der Beobachtbarkeit Typ-1 schnell durchführbar. 

Abschätzung 

Bei großen und komplexen Modellen kann eine Berechnung der Beobachtbarkeit dennoch 

nicht möglich sein. Eine einfache Abschätzung ist das Berechnen der Beobachtbarkeit Typ-1 

ohne dabei die Wahrscheinlichkeit der einzelnen Schaltvorgänge zu beachten. Für ein Petri-

Netz ist die Abschätzung wie folgt: 

     
                               

             
 

Ô1 ist für ein Modell konstant. Dabei ist es notwendig, dass die Anzahl der Transitionen 

endlich ist. 

Die in dieser Arbeit durchgeführten Experimente zeigen, dass eine Abschätzung nicht nötig 

ist, da der genaue Wert schnell berechnet werden kann. Allerdings zeigen sie auch, dass die 

Beobachtbarkeit Typ-1 von geringer Aussagekraft bezüglich der Qualität des Virtuellen 

Stochastischen Sensors ist.  
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3.2.2. Beobachtbarkeit Typ-2 

„Fähigkeit den internen Zustand des Systems zu rekonstruieren“ 

Beobachtbarkeit Typ-1 betrachtet nur die Quantität und nicht die Qualität der 

Beobachtungen. Beobachtbarkeit Typ-2 ist ein Maß dafür, wie sicher der interne Zustand des 

Systems rekonstruiert werden kann. Dafür soll die Spur, also die vergangen Beobachtungen 

berücksichtigt werden. 

                 
 

                  

 

    ist dabei die Wahrscheinlichkeit für eine Spur    und       ist die Wahrscheinlichkeit des 

Systems bei Spur    sich im internen Zustand   zu befinden. 

Die Formel hat folgende Extremwerte: 

         

Ist der Wert der Beobachtbarkeit Typ-2 gleich 1, so ist der interne Zustand mit 

einer Sicherheit von 100% genau zu bestimmen. Das ist der maximale Wert den 

die Beobachtbarkeit annehmen kann. 

       
 

        
 

Der interne Zustand ist nicht bestimmbar. Man kann genauso gut Raten. Dies ist 

der minimal mögliche Wert der Beobachtbarkeit Typ-2. In dem Fall sind alle 

Zustände gleich wahrscheinlich. 
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Berechnung 

Auch die Beobachtbarkeit Typ-2 kann mithilfe der Proxel-Methode berechnet werden. Die 

Wahrscheinlichkeit     ist die Summe aller Proxel mit der Spur   . Die bedingte 

Wahrscheinlichkeit       ist die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Proxel mit Zustand   

und Spur    geteilt durch    . 

Damit ergibt sich folgende Formel 

 

                         

           

    
               

                                       

 

        

 

         

 

 

   
 

                            

                   

             

 

        

 

         

 

       ist die Menge aller Spuren zum Zeitpunkt  .          ist die Menge aller Proxel mit 

Spur    und            ist die Menge aller Proxel mit Zustand   und Spur   . 

Hierbei ist zu beachten, dass mit Zustand der diskrete Zustand des Systems (nur der Token-

Vektor und NICHT den  -Vektor) gemeint ist. Allerdings lässt sich der Begriff Zustand beliebig 

definieren abhängig von der Problemstellung. So kann es durchaus der Fall sein, dass der  -

Vektor zum Zustand gezählt werden sollte, oder nur Teile des diskreten Modelzustandes. In 

dieser Arbeit wird nur der diskrete Systemzustand betrachtet. 

Bei der Berechnung der Beobachtbarkeit Typ-2 ist das Mergen der Proxel nur bedingt 

möglich. Zwar wird der Pfad zur Berechnung nicht benötigt, aber die Spur schon. Das heißt, 

dass nur Proxel mit gleichen Token-Vektor,  -Vektor und der Spur zu einem Proxel 

zusammengefasst werden können. Dadurch ist der Rechenaufwand enorm. Je nach System 

existieren nur wenige verschiedene Spuren. Ein Berechnen ist daher nur schwer möglich. 
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Abschätzung 

Da das Mergen bei der Berechnung der Beobachtbarkeit Typ-2 nur bedingt möglich ist, 

kommt es hier sehr schnell zur Explosion des Zustandsraumes. Die Menge der Spuren wächst 

exponentiell zur Schrittanzahl   an. Daher ist eine Reduktion des Zustandsraumes 

unverzichtbar. Auf die Möglichkeiten zur Reduktion des Zustandsraumes gehe ich im 

entsprechenden Kapitel der Beobachtbarkeit Typ-3 genauer ein, da sie dort eine noch 

wichtigere Rolle spielt. 

Neben der Einschränkung des Zustandsraumes habe ich eine weitere Methode zur 

Abschätzung der Beobachtbarkeit Typ-2 auf Basis der Transformation des Zustandsraumes in 

ein Hidden-Markov-Model entwickelt. Anstatt die gesamte Spur zu berücksichtigen, wird nur 

das letzte Ereignis berücksichtig. Der Rechenaufwand sinkt beträchtlich. Da für die 

Beobachtbarkeit Typ-2 die Spur wichtig ist, ist ein Hidden-Markov-Model nicht in ideal. Bei 

der Beobachtbarkeit Typ-1 musste lediglich gespeichert werden, ob ein Ausgabesymbol 

erzeugt wurde. Dadurch existierten nur zwei mögliche Ausgabesymbole (Ausgabesymbol: 

Ja/Nein). Dies ist bei der Beobachtbarkeit Typ-2 nicht der Fall. Die Knoten im Zustandsraum 

können nur gemergt werden, wenn die Ausgabesymbole und deren Wahrscheinlichkeiten 

zusätzlich zum Zustand (Token/Tau-Vektor) übereinstimmen. 

In einem so erstellten Hidden-Markov-Model wäre jeder erweiterte Zustand für jedes 

Ausgabesymbol vervielfältigt. Daher bietet sich ein Expanded Hidden-Markov-Model an. Die 

Ausgabesymbole sind hier nicht im Zustand selbst, sondern in den Kanten gespeichert. 

Dadurch wird die Anzahl der Zustände reduziert. 
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Abbildung 7 – Ausschnitt aus einem Proxel-Baum und umgewandelte HMM bzw. EHMM. Die Zustände mit 
gestricheltem Rand unterscheiden sich nur im Ausgabesymbol 

 

Um jetzt eine Abschätzung für die Beobachtbarkeit Typ-2 zu berechnen, wird die State-

Wahrscheinlichkeit der Expanded Hidden-Markov-Model nach   Zeitschritten berechnet. 

       
  

Nun wird für jedes Ausgabesymbol folgender Vektor berechnet. 

                                   

    ist dabei das Ausgabesymbol. 

  ist die Übergangsmatrix der zugrundeliegenden Markov-Kette. 

       ist eine Funktion, die für jedes Ausgabesymbol eine Matrix zurückliefert. Diese 

Matrix bildet ein Zustandswechsel auf die Wahrscheinlichkeit     bei diesem zu beobachten 

ab.[19] 
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Der Vektor   enthält für jeden Zustand die Wahrscheinlichkeit sich nach  -Schritten in 

diesem zu befinden, wenn als letztes     beobachtet wurde. 

Zur Berechnung der Beobachtbarkeit Typ-2 wird nur der diskrete Zustandsraum benötigt. 

Das Expanded Hidden-Markov-Model enthält sowohl  -Werte, als auch die Token-Werte. Da 

die  -Werte nicht benötigt werden, wird die folgende Transformationsmatrix definiert. 

                       

  ist hier die Anzahl der Zustände des Expanded Hidden-Markov-Model und   die Anzahl 

der verschiedenen diskreten Zustände, die im Expanded Hidden-Markov-Model kodiert sind. 

Die Transformationsfunktion           ist dabei wie folgt definiert: 

                
                                  
      

  

Der folgende Vektor    enthält für jeden diskreten Zustand die Wahrscheinlichkeit nach 

 -Schritten sich in diesem zu befinden und im letzten Zeitschritt     zu beobachten. 

                     

Die Abschätzung der Beobachtbarkeit Typ-2 kann nun folgendermaßen berechnet werden: 

        
          

           
   

 

Mit dieser Formel lässt sich die Beobachtbarkeit Typ-2 abschätzen. Dabei wird nicht die 

gesamte Spur, sondern nur die Beobachtung im letzten Zeitschritt betrachtet. Die Formel der 

Abschätzung lässt sich leicht auf eine Folge von Beobachtungen erweitern. Dabei muss 

lediglich die Formel für          wie folgt angepasst werden. 

                                  
         

   
 

Dabei enthält     die Beobachtungen der letzten Zeitschritte.      ist daher die 

Beobachtung des               -tem Zeitschritts. Enspricht     der Spur so gilt 

             

In wie weit sich        mit einen großen Beobachtungsvektor     effizient berechnen lässt, 

wurde zum jetzigem Zeitpunkt noch nicht untersucht.   ist dünn besetzt, aber         ist 

nicht dünn besetzt.  
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3.2.3. Beobachtbarkeit Typ-3 

„Die Fähigkeit den gesamten Pfad zu rekonstruieren“ 

Die Beobachtbarkeit Typ-2 gibt Aufschluss darüber wie sicher der aktuelle Zustand bestimmt 

werden kann. Wie der Virtuelle Stochastische Sensor allerdings diesen Zustand erreicht, hat 

keinen Einfluss. Dies ändert sich mit der Beobachtbarkeit Typ-3. Nicht der aktuelle Zustand, 

sondern der gesamt Pfad wird betrachtet. Jede Zustandsänderung ist im Pfad vorhanden. In 

der folgenden Arbeit nutzte ich Distanzen zwischen den Pfaden, um die Beobachtbarkeit 

Typ-3 zu bestimmen. Die Dimension der Beobachtbarkeit Typ-2 ist der Systemzeitpunkt  . Es 

wäre also auch möglich über den zeitlichen Verlauf der Beobachtbarkeit Typ-2 die 

Beobachtbarkeit Typ-3 zu berechnen. Beispielsweise durch ein exponentielles Glätten: 

  
                     

 

   

 

Dabei ist         der Glättungsparameter. 

Diese Möglichkeiten der Beschreibung von     wurden in dieser Arbeit nicht untersucht. 

In dieser Arbeit folgt    folgender Berechnung: 

          
                          

    
       

Die Funktion   ist dabei die Distanzfunktion. 

  ist der Erwartungswert. 

     ist ein Normierungsfaktor. 

In dieser Arbeit wird der Pfad eines Proxels als Folge der diskreten Systemzustände 

abgebildet. Dadurch ist der diskrete Zustand des Systems direkt aus dem Pfad ersichtlich. 

Eine andere Möglichkeit wäre den Pfad als eine Folge der Transitionen, die gefeuert haben, 

abzubilden. Hierbei muss beachtet werden, dass der Zustand erst aus dem Startzustand und 

den Ereignissen berechnet werden muss. 

Der Normierungsfaktor      hat die Aufgabe, die erwartete Distanz in einen sinnvollen 

Bereich zu verschieben.  
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   hat folgende Extremwerte: 

         

Die Beobachtbarkeit Typ-3 ist Maximal, wenn die Distanz minimal ist. Der kleinste 

Wert der Distanzfunktion ist 0. Daher hat die Beobachtbarkeit Typ-3 einen 

Maximalwert von 1. Alle Distanzen zwischen Pfaden von Proxeln mit gleicher Spur 

müssen dafür 0 sein. 

         
                            

    
 

Die obige Formel stellt den minimalen Wert dar, den die Beobachtbarkeit Typ-3 

annehmen kann. Um negative Werte zu vermeiden sollte      so gewählt werden, 

dass      größer ist als der maximale Wert der Distanzfunktion. Im besten Falle 

ist             .          ist dabei die maximale mögliche Distanz im 

Zeitschritt  . Dieser Maximalwert sollte bedeuten, dass es keine Übereinstimmung 

zwischen den Pfaden der entsprechenden Proxel gibt. In dem Falle würde    einen 

minimalen Wert von 0 annehmen. 

Für aussagekräftige Werte ist es notwendig eine sinnvolle Distanzfunktion zu verwenden. In 

dieser Arbeit wurden die Hamming-Distanz und die Damerau-Levenshtein-Distanz 

untersucht. 

Hamming-Distanz 

Die Hamming-Distanz ist ein einfaches Distanzmaß für gleichlange Wörter über einem 

Alphabet. Sie ist folgendermaßen definiert: 

                                   

In dieser Arbeit entsprechen    und    den diskreten Zuständen des Virtuellen 

Stochastischen Sensors zum Zeitpunkt  . 

Die Hamming-Distanz ist ein einfaches Distanzmaß, welches in linearem Zeitaufwand im 

Bezug auf die Pfadlänge berechnet werden kann. Außerdem kann die Hamming-Distanz in 

konstanter Zeit aktualisiert werden. 

                                   
              
              

  

     ist dabei der Pfad des Kinderproxels mit dem neuen Zustand       . Selbiges gilt für 

    . 
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Die Extremwerte für die Hamming-Distanz sind 0, falls die Pfade identisch sind und die 

Pfadlänge, falls sich beide Proxel zu keinem Zeitschritt in einem identischen diskreten 

Zustand befanden. Üblicherweise ist der erste Zustand (der Startzustand) identisch. 

Die entsprechenden Distanzen zur Berechnung der Beobachtbarkeit sind Distanzen zwischen 

den Pfaden der einzelnen Proxel. Eine Bedingung der Proxel-Methode ist, dass pro Zeitschritt 

nur eine Transition feuern kann. Parallele Schaltvorgänge müssen sequentiell abgearbeitet 

werden. Ist der Pfad als Folge von diskreten Zuständen gespeichert, so unterscheiden sich 

diese zwei Pfade nur im Zustand nach dem 1. Schaltvorgang. Ist der Pfad jedoch als Folge der 

Transitionen die feuern gespeichert, so unterscheiden sich beide Pfade sowohl nach dem 1. 

Schaltvorgang, als auch nach dem 2. Schaltvorgang. 

Ein weiteres Problem der Hamming-Distanz ist die harte zeitliche Abgrenzung. Die Abbildung 

8 zeigt dieses Problem. Die beiden Pfade unterscheiden sich nur in der Dauer, die sie im 1. 

Zustand verbleiben. Obwohl Proxel 2 nur 1 Zeitschritt länger im 1. Zustand verweilte, ist die 

Hamming-Distanz der beiden Proxel 5. Die Damerau-Levenshtein-Distanz (siehe nächstes 

Kapitel) ist hingegen 2. Es muss lediglich ein Pa entfernt werden und ein Pf am Ende 

hinzugefügt werden, um Pfad 2 in Pfad 1 umzuwandeln. 

PbTb PcTc PdTd

~Det(1) ~Det(1)~Uniform(1,2)

Pfad 1: Pa->Pb->Pc->Pd->Pe->Pf->Pf

Pa

Pfad 2: Pa->Pa->Pb->Pc->Pd->Pe->Pf

Hamming-Distanz=5

PeTe

~Det(1)

PfTf

~Det(1)

Damerau-Levenshtein-Distanz=2

 

Abbildung 8 – Beide unterschiedliche Pfade des Models nach 6 Zeitschritten mit einem Delta von 1 und deren 
Distanz voneinander 
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Damerau-Levenshtein-Distanz 

Die Damerau-Levenshtein-Distanz ist ein Distanzmaß von Frederick-Damerau und Vladimir 

Levenshtein. Sie ist eine String-Metrik zur Messung der Bearbeitungsdistanz zweier 

Sequenzen. Sie ist die Minimale Anzahl der Operationen die benötigt werden, um den einen 

String in den anderen umzuwandeln. Als Operation zählt dabei Einfügen, Löschen, Ersetzen 

und Vertauschen zweier benachbarter Zeichen. Sie wird zum Beispiel in der Bioinformatik 

verwendet. Da die DNS häufige Einfüge-, Lösch-, Ersetzungs- oder 

Vertauschungsoperationen durchläuft, bietet sich dieses Distanzmaß an, um zwei DNS-

Stränge zu vergleichen. [23, 24, 25] 

Die Damerau-Levenshtein-Distanz ist folgendermaßen definiert: 

                                         

Wobei     die Länge des Strings   und     die Länge des Strings   und 

          

 
 
 

 
 
      

                

                

                           

                                       

  

ist. [23, 24, 25] 

Die Damerau-Levenshtein-Distanz löst das Problem der Hamming-Distanz mit 

eingeschobenen Zuständen. Es gilt, dass                                         ist. 

Die Hamming-Distanz entspricht der Damerau-Levenshtein-Distanz, wenn nur die Ersetzen-

Operation verwendet wird. 

Allerdings ist die Berechnung deutlich aufwändiger als die der Hamming-Distanz. Die 

Damerau-Levenshtein Distanz kann durch einen modifizierten Wagner-Fisher-Algorithmus 

berechnet werden. Der Rechenaufwand liegt dabei in                         also 

quadratischem Rechenaufwand. [23, 25, 26] 
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Normierungsfaktor 

Neben dem verwendeten Distanzmaß, spielt auch der Normierungsfaktor bei der 

Beobachtbarkeit Typ-3 eine wichtige Rolle. Er soll dafür sorgen, dass ähnliche Ergebnisse 

unabhängig von der Pfadlänge ähnliche Werte aufweisen. Dies ist notwendig, da die 

Maximaldistanz, je nach verwendetem Distanzmaß mit der Systemzeit   (Anzahl der 

Zeitschritte:           ) zunimmt. So ist die maximale Hamming-Distanz zwischen Pfad 

  und   das Maximum der Länge von   und  . 

                                 

Der Normierungsfaktor ist allerdings nicht nur zeitabhängig, sonder hängt auch vom 

verwendetem Distanzmaß ab. Im Rahmen dieser Arbeit habe ich 3 verschiedene 

Normierungsfaktoren getestet: 

        

Sowohl die Hamming-Distanz, als auch die Damerau-Levenshtein-Distanz haben 

eine mögliche maximale Distanz von   (Anzahl Zeitschritte), da alle Pfade die Länge 

      haben und der Startzustand immer gleich ist.        stellt sicher, dass 

der Normierungsfaktor niemals kleiner ist als die maximale Distanz der beiden 

Distanzmaße und dadurch die untere Grenze              eingehalten wird. 

Im Test mit verschiedenen Modellen war der Abstand der Hamming Distanz und 

damit auch der Damerau-Levenshtein-Distanz allerdings meist deutlich geringer. 

Die getesteten Modelle wiesen bei gleicher Spur ähnliche Pfade auf. 

      
 

 
 

In den verwendeten Modellen zeigt sich eine durchschnittliche Distanz geringer als 
 

 
. Würde man gleichverteilt zufällig einen validen Pfad auswählen, so ist die 

erwartet Distanz daher  
 

 
. Dieser Wert ist Modellabhängig. In den von mir 

durchgerechneten Modellen erzeugte      
 

 
 bessere Ergebnisse als       . 

Ein Nachteil dieser Normierungsfunktion ist, dass nicht sichergestellt ist, dass 

     ist. In den getesteten Modellen ist dies allerdings der Fall. Da beide 

Normierungsfunktionen (            
 

 
) lineare Funktionen mit 

Nulldurchgang im Koordinatenursprung sind, ist die lineare Abbildung 

    
      trivial. Auch ohne Informationen über die Systemzeit, kann der Wert 

der Beobachtbarkeit transformiert werden. 
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             

Im Rahmen dieser Arbeit habe ich auch eine nicht-lineare Normierungsfunktion 

getestet. Allerdings zeigte sich, dass mit wachsender Pfadlänge, die 

Beobachtbarkeit Typ-3 stark gegen 0 strebte. Dies liegt daran, dass die Pfaddistanz 

stärker ansteigt, als die Normierungsfunktion. 

Welche Normierungsfunktion am günstigsten ist, ist vom Modell und Distanz-Maß abhängig. 

Die Experimente zeigen, dass die Normierungsfunktion proportional zum Distanz-Maß 

ansteigen sollte. Dadurch wird gewährleistet, dass die Beobachtbarkeit Typ-3 bei 

wachsender Pfadlänge nicht gegen 0 oder 1 strebt. Die Damerau-Levenshtein und die 

Hamming-Distanz steigen beide linear an, daher ist eine lineare Normierungsfunktion zu 

bevorzugen. In den Experimenten zeigt sich, dass die erwartete Distanz kleiner als die Hälfte 

der Pfadlänge ist. Um eine bessere Abgrenzung der Ergebnisse zu bekommen, wird in dieser 

Arbeit daher 
 

 
 als Normierungsfaktor verwendet. 

Berechnung 

Wie schon bei der Beobachtbarkeit Typ-1 und Typ-2 ist ein Berechnen mithilfe der Proxel-

Methode auch bei der Beobachtbarkeit Typ-2 möglich. 

          
                  

    
        

                                  
          

    
 

            

 

            

 

          

 

Nach auflösen der bedingten Wahrscheinlichkeiten erhält man folgende Formel: 

                  
         

     
  

         

     
 
          

    
 

            

 

            

 

          

 

Die Wahrscheinlichkeit           ist dabei die Wahrscheinlichkeit eines Proxels mit dem 

Pfad     und der Spur   . Da Pfad und Spur ein Proxel genau bestimmen, existiert nur ein 

Proxel mit diesen Werten.       ist die Summe aller Proxel mit der Spur   . 

Abschätzung 

Da für die Berechnung sowohl Pfad als auch Spur benötigt werden, ist ein Mergen nicht 

möglich (Siehe Kapitel 2.4.4 Zustandsraum und Proxel-Method). Aufgrund der Explosion des 

Zustandsraumes steigt der Rechenaufwand stark an. Der Rechenaufwand liegt in: 
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     ist dabei der Berechnungsaufwand, der benötigt wird, um die Distanz zwischen zwei 

Pfaden zu berechnen. 

Sowohl der Speicher- als auch der Rechenaufwand ist selbst für geringe   sehr groß. Ein 

Berechnen der Beobachtbarkeit ist daher nicht möglich. Darum ist ein Abschätzen der 

Beobachtbarkeit zwingend erforderlich. Die in dieser Arbeit untersuchten Methoden zum 

Abschätzen der Beobachtbarkeit basieren auf der Methode des Einschränkens des 

Zustandsraumes. Folgende Methoden zum Einschränken wurden untersucht: 

 Threshold-Pruning 

Alle Proxel, deren Wahrscheinlichkeit kleiner als der Schwellwert ist, werden 

ignoriert. Allerdings ist die Wahl dieses Parameters nicht trivial und für jedes 

Modell unterschiedlich. Daher hat sich diese Methode bei den Experimenten nicht 

bewährt. 

 Reduzieren des Zustandsraumes auf eine maximale Anzahl an Proxel 

Eine deutlich bessere Methode scheint das Einschränken des Zustandsraumes auf 

eine maximale Anzahl an Proxel zu sein. Dabei wird der Zustandsraum, nachdem 

eine Ebene im Proxel-Baum abgearbeitet wurde, so eingeschränkt, dass die Anzahl 

aller Proxel die festgelegte Maximalanzahl nicht übersteigt. Im Gegensatz zum 

Threshold-Pruning ist hier die Wahl des Parameters relativ einfach. Der Parameter 

hängt von der Maximalanzahl ab, die man berechnen kann. Im Falle dieser Arbeit, 

ist es die Anzahl an Proxeln, die in den Hauptspeicher passen. 

Für die Berechnung der Distanz, kann es notwendig sein, die Anzahl noch einmal 

zu reduzieren, bevor die Beobachtbarkeit berechnet wird. 

Folgende drei Möglichkeiten zur Auswahl, welche Proxel ignoriert werden und 

welche nicht, wurden untersucht. 

1. Random-N-Pruning 

Bei dieser Methode werden N Proxel gleichverteilt zufällig ausgewählt. Der 

Vorteil dieser Methode ist, dass jedes Proxel die Möglichkeit hat, ausgewählt 

zu werden. Allerdings hat sich im Test gezeigt, dass diese Methode sehr 

schlechte Ergebnisse liefert. Die Wahrscheinlichkeit sinkt schon nach 

wenigen Pruning-Vorgängen extrem ab. Es gibt viele Knoten mit geringer 

Wahrscheinlichkeit und nur wenige mit hoher Wahrscheinlichkeit. Das 

Diagramm 10 zeigt die Wahrscheinlichkeit der 100 wahrscheinlichsten Proxel 

nach X Zeitschritten. Das verwendete Model war dabei Car-Rental-Service 

Version-3 (siehe Kapitel 4.4 Car-Rental-Service). 
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Abbildung 9 - Die 100 wahrscheinlichsten Proxel nach 2,4,6,8 Zeitschritten des Models 
„Car-Rental-Service Version-3“ 

Nach 8 Zeitschritten befinden sich schon über zwei Millionen Proxel in der 

Queue. 

2. Sampling-Pruning 

Durch die Auswahl der Proxel entsprechend ihrer Wahrscheinlichkeit, wird 

das oben vorgestellte Problem umgangen. Dennoch zeigt sich ein schneller 

Abfall der Gesamtwahrscheinlichkeit in der Proxel-Queue. Die Idee dieses 

Algorithmus war, dass Aufgrund der zufälligen Auswahl die Beobachtbarkeit 

erwartungstreu abgeschätzt werden könnte. Dies ist allerdings nicht der Fall. 

Zudem ist der aktuell verwendete Algorithmus sehr rechenaufwändig. Nach 

jeder Iteration zum Aussuchen EINES Proxels, muss die kumulierte 

Wahrscheinlichkeit der verbleibenden Proxel berechnet werden. 

3. Top-N-Pruning 

Die letzte Methode, die im Rahmen dieser Arbeit getestet wurde, ist die 

Auswahl der wahrscheinlichsten Proxel. Dadurch wird der Abfall der 

Wahrscheinlichkeit pro Pruning-Durchlauf minimiert. Diese Methode ist in 

der Berechnung nahezu äquivalent zur Methode eines veränderlichen 

Wahrscheinlichkeitsschwellwert. Dabei muss dieser in jedem Schritt so 

gewählt werden, dass die Anzahl der Proxel in der Queue berechenbar 

bleibt. 
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Auch wenn das Einschränken des Zustandsraumes auf eine feste Größe eine 

leichtere Parameterwahl als das Threshold-Pruning zulässt, so hat diese Methode 

auch einen Nachteil. Wie Abbildung 9 zeigt, ist die Wahrscheinlichkeit in der 

Proxel-Queue stark ungleich verteilt. Es werden mitunter viele Proxel berechnet, 

deren Wahrscheinlichkeit insignifikant gering ist. Beim Threshold-Pruning könnten 

zum Beispiel diese unwahrscheinlichen Proxel herausfallen. Dies würde die 

Berechnung deutlich beschleunigen. 

Keine der genannten Methoden ist erwartungswerttreu. Sinkt die Gesamtwahrscheinlichkeit 

zu stark ab, so sind keine signifikanten Aussagen mehr möglich. Da die Anzahl der Spuren 

exponentiell steigt, ist zu vermuten, dass die Proxel-Anzahl pro Spur durch das Pruning 

abnimmt. Dadurch nimmt der Anteil von gleichen Proxeln zu. In Folge dessen steigt die 

Abschätzung der Beobachtbarkeit an, da gleiche Proxel eine Distanz von 0 haben und der 

Anteil von gleichen Proxeln konstant bleibt (=Anzahl der Proxel). 

Eine weitere Möglichkeit die Beobachtbarkeit abzuschätzen, ist das Begrenzen der Anzahl 

der verschiedenen Spuren. Dabei werden - entsprechend der Spur-Wahrscheinlichkeit - ein 

oder mehrere Spuren ausgewählt. Die Beobachtbarkeit wird dann Anhand aller Proxel, die zu 

dieser Spur gehören, berechnet. Auf Basis dieser Methode scheint es möglich zu sein, eine 

erwartungstreue Abschätzung der Beobachtbarkeit zu entwerfen. Ob und wie es möglich ist 

und wie stark die Streuung des Schätzers ist, wurde zum jetzigen Zeitpunkt noch nicht 

untersucht. 
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3.3. Mehrwert 

Im Kapitel 3.13.1 Sensor wurde bereits erstmals der Mehrwert erwähnt. Der Mehrwert soll 

Aufschluss darüber geben, wie nützlich ein Sensor/-setup ist. Ein hoher Mehrwert sollte 

folglich einen hohen Einfluss auf die Beobachtbarkeit haben. Im Sensor-Kapitel wurde 

bereits ein Entscheidungskatalog zum Mehrwert gegeben. Dieser behandelt den Mehrwert 

aber nur oberflächlich, da weder der Mehrwert noch die Beobachtbarkeit definiert waren. 

Dieses Kapitel beschäftigt sich mit der Berechnung des Mehrwertes aus der 

Beobachtbarkeit. 

Zu beachten ist, dass der Mehrwert eines Sensors nicht zwangsläufig positiv ist. Ein 

zusätzlicher Sensor kann die Beobachtbarkeit sogar verschlechtern. Abbildung 10 zeigt 

dieses Problem. Befindet sich nur Sensor 1 im System, so ist genau bekannt, was im System 

abläuft. Wird ein Ausgabesymbol erzeugt, so befindet sich das System im oberen Pfad. Wird 

kein Ausgabesymbol erzeugt, so befindet sich das System im unteren Pfad. Ist im System 

allerdings zusätzlich noch Sensor 2 enthalten, so kann nicht mehr zwischen den beiden 

Pfaden unterschieden werden. 

~Det(1) ~Det(1)

~Det(1) ~Det(1)

A

A

 

Abbildung 10 – Model mit zwei möglichen deterministischen Pfaden und zwei Sensoren mit identischer 
Ausgabe an den Immidiate-Transitions 
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3.3.1. Berechnung durch absoluten Anstieg 

                                        

Eine der einfachsten Möglichkeiten zur Berechnungen des Mehrwerts ist die Differenz. Der 

Vorteil ist, dass diese Berechnung mit jedem reellen Wert der Beobachtbarkeit möglich ist. 

Die Beobachtbarkeit muss nicht in einem speziellen Bereich liegen (z.B. [0-1]).  Ein Nachteil 

ist allerdings, dass die Werte absolut sind. Daher ist keine direkte Aussage über die 

Möglichkeiten eines evtl. neuen Sensorsetups möglich. Bei einem Wert von O2 von 0,9 ist 

der Maximale Mehrwert  =0,1, da 1 der Maximalwert von O2 ist. Dies ist aus dem Mehrwert 

alleine nicht abzulesen. Aus dem Wert des Mehrwertes lässt sich dennoch folgendes 

ablesen: 

     

Wenn der Mehrwert kleiner als 0 ist, dann sinkt die Beobachtbarkeit durch den 

neuen Sensor/ das neue Sensorsetup. Der Sensor hat nicht nur keinen Nutzen, 

sondern verschlechter sogar das Ergebnisse. 

     

Bei einem Mehrwert von 0, hat der neue Sensor keinen Einfluss auf die 

Beobachtbarkeit. Er ist praktisch nutzlos. 

     

Ab einem Mehrwert größer 0 verbessert der Sensor die Beobachtbarkeit. 

Da die Ergebnisse dieser Methode der Berechnung wenig über die Qualität der Verbesserung 

aussagt, halte ich diese Methode der Berechnung für nicht sinnvoll. Es ist ausreichend die 

Beobachtbarkeit an sich zu vergleichen, anstatt den Mehrwert auszurechnen. Zudem zeigt 

diese Berechnung den Nachteil bei unterschiedlichen Werten der Beobachtbarkeit. Über die 

Zeit ändert sich die Beobachtbarkeit sowohl der Basisbeobachtbarkeit, als auch der 

Beobachtbarkeit des neuen Sensorsetups. Sinken beide Werte um den gleichen absoluten 

Betrag, so ändert sich der Mehrwert jedoch nicht. Auch aus diesem Grund ist diese 

Berechnung nicht zu empfehlen. Ein Anstieg von 0 zu 0,1 ist besser als ein Anstieg von 0,1 zu 

0,2. In Beiden Fällen wäre der Mehrwert 0,1. 
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3.3.2. Berechnung durch relativen Anstieg 

     
             

              
 

Der relative Anstieg als Formel für den Mehrwert birgt den Vorteil, dass Mehrwerte 

verschiedener Sensoren oder Sensorsetups leichter miteinander verglichen werden können. 

Allerdings ist es notwendig, dass die Werte der Beobachtbarkeit größer als 0 sind. Strebt der 

Wert für das alte Sensorsetup gegen 0, so strebt der Mehrwert gegen unendlich. Bei exakt 0 

ist der Mehrwert gar nicht definiert. Für         gilt: 

       

Der neue Sensor ist verschlechtert die Beobachtbarkeit. 

     

Der neue Sensor ist nutzlos. Er hat keinen Mehrwert. 

     

Der neue Sensor verbessert die Beobachtbarkeit. 

Auch hier ist der maximale Mehrwert von den Werten der Beobachtbarkeit abhängig. Der 

Wert kann maximal so groß sein wie das Reziproke der Basisbeobachtbarkeit 
 

              
. 

Im Test zeigt sich bei dieser Berechnung des Mehrwertes ein ähnlicher Verlauf wie bei der 

Berechnung durch die Differenz. 

Die Berechnung des relativen Anstiegs ist allerdings stark von der Basisbeobachtbarkeit 

abhängig. Ist diese nahe 0, so ist der Mehrwert extrem groß. Sind die Werte nahe 1 ist der 

Mehrwert hingegen sehr klein. Bei einem Sensor, bei dem die Basisbeobachtbarkeit stark 

schwingt, schwingt dadurch auch der Mehrwert. 
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3.3.3. Berechnung durch „Typ-3“ 

       
               

                
 

Diese Berechnung dieses Mehrwertes entstand ursprünglich aus der Berechnung der 

Beobachtbarkeit Typ-3 mit der erwarteten Distanz ohne Sensoren (Ausgabesymbole) als 

Normierungsfaktor: 

                 

        
               

    
         

               

          
 

Die ursprüngliche Annahme war, dass dieser Normierungsfaktor den Maximalwert der 

erwarteten Distanz unter Berücksichtigung der Spur darstellt. Wie bereits erwähnt, ist dies 

nicht immer der Fall. Bei näherer Betrachtung stellte sich heraus, dass, wenn      die 

Distanz eines anderen Sensorsetups ist, der Wert der Formel ein Vergleich zwischen den 

verschiedenen Sensorsetups ermöglicht. Die Formel für den Mehrwert ergab sich aus der 

Umformung der entsprechenden Formel für die Beobachtbarkeit Typ-3. Für diese 

Berechnung des Mehrwertes muss die Beobachtbarkeit in den Wertebereich von 0-1 

abbilden:            . Es lassen sich folgende Schlüsse aus dem Wert von   ziehen: 

     

Ist der Mehrwert kleiner 0, so verschlechtert der Sensor die Beobachtbarkeit. 

     

Ein Mehrwert von 0 bedeutet, dass der Sensor keinen Mehrwert hat. 

       

Liegt der Wert zwischen 0 und 1, so hat der Sensor einen Mehrwert. 

Diese Berechnung hat den Vorteil, dass aus dem Mehrwert Rückschlüsse auf die 

Beobachtbarkeit zu ziehen sind. Ist der Mehrwert nahe 1, so ist die Beobachtbarkeit der 

neuen Sensorkonfiguration ebenfalls nahe 1 oder die Beobachtbarkeit der 

Basiskonfiguration liegt nahe 0. In beiden Fällen ergibt eine Platzierung des Sensors an der 

Position Sinn. Ist der Mehrwert nahe 0, so hat der Sensor hingegen keinen Mehrwert. Zudem 

hat diese Berechnung den Vorteil, dass der positive Mehrwert im gleichen Wertebereich wie 

die Beobachtbarkeit liegt. Insbesondere für die Beobachtbarkeit Typ-3 löst diese Berechnung 

das Problem einen sinnvollen Normierungsfaktor zu wählen, da der Mehrwert vom 

Normierungsfaktor unabhängig ist. Zur Berechnung des Mehrwertes empfiehlt es sich daher 

diese Formel zu benutzen. Ist nur die Relation (<,>,=) der verschiedenen 

Sensorkonfigurationen zueinander gesucht, so können die Werte der Beobachtbarkeit selbst 

gewählt werden, da die Relationen der Beobachtbarkeit zueinander identisch ist mit den 

Relationen der Mehrwerte zueinander.  
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4. Experimente 

Dieses Kapitel beschäftigt sich mit der Evaluation der Methoden zur Berechnung der 

Beobachtbarkeit und des Mehrwerts. Zuerst geh ich dabei kurz auf die getroffenen 

Annahmen und Entscheidungen ein. Das zweite Unterkapitel beschäftigt sich mit der 

Einschränkung des Zustandsraumes durch Pruning. Im dritten Unterkapitel wird der Aufbau 

des Simulationsprogrammes erläutert. Im folgenden Unterkapitel werden die Modellen und 

die dazugehörigen Ergebnissen der Experimente betrachtet. Zum Schluss gehe ich auf die 

Fehler und Einschränkungen ein und fasse noch einmal die Ergebnisse zusammen. 

4.1. Annahmen und Entscheidungen 

Der zur Berechnung der Beobachtbarkeit verwendete Algorithmus basiert auf der Proxel-

Methode von Graham Horton. Die Proxel-Methode benötigt Modelle mit diskreten 

Zuständen. Da Petri-Netze diese Bedingung erfüllen und vielfach einsetzbar sind, sind alle 

Modelle durch Augmented-Stochastic-Petri-Netze abgebildet. 

Eine weitere getroffene Annahme ist, dass alle Sensoren nur eine Ausgabe bei Eintreten 

eines Ereignisses erzeugen. Diese Ereignisse werden im Model durch Transitionen 

abgebildet. Dadurch wird die Menge der möglichen Systeme nicht zwangsläufig 

eingeschränkt. Es ist möglich ein System mit Sensoren mit dauerhafter Ausgabe durch ein 

Modell mit ereignisbasierter Ausgabe abzubilden. Für die in dieser Arbeit betrachteten 

Modelle ist dies allerdings nicht notwendig. 

Ebenfalls eine wichtige Einschränkung ist, dass Immidiate-Transitions keine Ausgabe-

Symbole erzeugen können. Alle Immidiate-Transitions schalten im selben Zeitschritt, wie die 

letzte Transition, d.h. sobald sie schalten können. Ausgabesymbole werden allerdings nicht 

erzeugt. Daher werden Immidiate-Transitions auch bei der Berechnung nicht näher 

betrachtet. 

Zur Berechnung der Beobachtbarkeit wurde ein generalisiertes Programm verwendet. 

Dadurch ist es leicht möglich für verschiedene Modelle die Beobachtbarkeit zu berechnen, 

ohne einen größeren Aufwand zur Anpassung des Quellcodes zu betreiben. Der Nachteil 

daran ist, dass dadurch der Rechenaufwand erhöht wird. Das bedeutet nicht, dass es 

unmöglich ist, ein vergleichbar schnelles spezielles Programm zu schreiben. In dieser Arbeit 

wurde der Quellcode dies betreffend nicht weiter optimiert. Der Unterschied spiegelt sich 

nur in einem konstanten Faktor der Komplexität des Rechenaufwandes wieder. Das Problem 

bei der Berechnung der Beobachtbarkeit ist allerdings der exponentiell ansteigende 

Zustandsraum. 
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4.2. Einschränken des Zustandsraumes: Pruning 

Dieser Abschnitt beschäftigt sich mit der Einschränkung des Zustandsraumes. Bereits im den 

Kapiteln zur Beobachtbarkeit wurde erwähnt, dass die Explosion des Zustandsraumes ein 

großes Problem darstellt. Daher ist eine sinnvolle Wahl der Parameter und Methoden von 

Vorteil. Threshold-Pruning weist ähnliche Eigenschaften wie das Top-N-Pruning auf. 

Allerdings ist die Parameterwahl des Threshold-Prunings wesentlich schwerer als beim Top-

N-Pruning. Daher wurde das Threshold-Pruning in dieser Arbeit nicht untersucht. Untersucht 

wurden in dieser Arbeit der Einfluss der Länge eines Zeitschrittes, sowie die verschiedenen 

Methoden des Prunings aus Kapitel 3.2.3 „Beobachtbarkeit Typ-3“. Eine sinnvolle Wahl der 

Länge eines Zeitschrittes hängt von dem verwendeten Model ab. Daher wird auf 

Zeitschrittlänge in den entsprechenden Unterkapiteln der jeweiligen Modelle eingegangen. 

 

 

Diagramm 1 – Vergleich der verschiedenen Pruning-Methoden im Bezug auf die Restwahrscheinlichkeit 
Parameter: Pruning-Value=1M 
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Diagramm 2 – Vergleich der verschiedenen Pruning-Methoden im Bezug auf die CPU-Zeit 
Parameter: Pruning-Value=1M 

Diagramm 1 und Diagramm 2 zeigen die Ergebnisse zur Untersuchung der Pruning-

Methoden. Der aktuelle Algorithmus für Sampling-N benötigt zum Einschränken des 

Zustandsraumes bereits über 45min. Damit eignet sich diese Methode nicht zum 

Einschränken des Zustandsraumes. Auch die Methode Random-N ist deutlich langsamer als 

das Top-N-Pruning. Zudem zeigt sich, dass die Wahrscheinlichkeit bereits nach nur wenigen 

Pruning-Vorgängen stark abfällt. Die abgebildeten Werte des Random-N-Prunings sind der 

Mittelwert aus drei Berechnungen. Die Standardabweichung war dabei nicht größer als 

0,026. Dadurch eignet sich auch dieses Verfahren nicht zum Einschränken des 

Zustandsraumes. Aus diesem Grund wurde zum Einschränken des Zustandsraumes das Top-

N-Pruning verwendet. 
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4.3. Aufbau des Simulationsprogramms 

Dieses Kapitel beschäftigt sich mit dem grundlegenden Aufbau des Simulationsprogramms. 

Das Kernstück des Programms ist die Berechnung des Zustandsraumes. Dies erfolgt auf Basis 

der Proxel-Methode. Zur Berechnung des Zustandsraumes sind folgende 8 Parameter 

wichtig. 

1. Länge eines Zeitschrittes,      

Der Parameter   gibt an, um wie viel Zeiteinheiten die Systemzeit während eines 

Zeitschrittes voranschreitet. Alle anderen notwendigen Zeitinformationen, zum 

Beispiel   oder die Systemzeit der Proxel, geben die Anzahl an Zeitschritten wieder 

und müssen erst mit Delta in eine tatsächliche Systemzeit umgerechnet werden. 

2. Pruning-Value    

Der Pruning-Value gibt die Anzahl an Proxel an, auf die die Queue am Ende eines 

Zeitschrittes begrenzt wird. Das Pruning erfolgt erst am Ende eines jeden 

Zeitschrittes. Daher ist es möglich, dass sich in der Queue mehr Proxel befinden, 

als der Pruning-Value angibt. 

3. Threshold    

Der Threshold gibt die kleinste mögliche Wahrscheinlichkeit in der Queue an. Ein 

Proxel mit einer geringeren Wahrscheinlichkeit als der Threshold wird verworfen. 

(Threshold-Pruning) Dieser Wert wird zum Beispiel beim Berechnen des Hidden-

Markov-Models verwendet. 

4. Merging               

Ist Merging aktiviert, so werden Proxel mit entsprechend gleichen Eigenschaften 

zu einem mit addierter Wahrscheinlichkeit zusammengefasst. Merging ändert 

auch das Verhalten des Threshold-Pruning, da durch das Zusammenführen 

mehrere Proxel unterhalb der Schwelle, zu einem Proxel mit einer 

Wahrscheinlichkeit oberhalb der Schwelle zusammengefasst werden können. 

Daher werden die Proxel erst beim entnehmen aus der Queue mit dem Threshold 

verglichen und gegebenenfalls ignoriert. 

5. Spur                           

Ist eine Spur gegeben, so werden nur Proxel, deren Spur ein Präfix der gegebenen 

Spur ist, berechnet. Alle anderen Proxel werden verworfen. 

6. Wahrscheinlichkeitsnormierung               

Bei aktivierter Wahrscheinlichkeitsnormierung werden alle Wahrscheinlichkeiten 

eines Zeitschrittes auf 1 normiert. Dies ist zum Beispiel bei einer gegebenen Spur 

notwendig, um die bedingte Wahrscheinlichkeit der Proxel mit einer gegebenen 

Spur auszurechnen. 
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7. Sampling               

Bei aktiviertem Sampling wird in jedem Zeitschritt der Zustandsraum auf ein 

Proxel reduziert. Die verwendete Pruning-Methode ist dabei Sampling-N-Pruning 

entsprechend der Wahrscheinlichkeiten. Dies entspricht der Simulation des 

Systems. 

8. Lösen               

Nur bei aktiviertem Lösen wird eine Spur berücksichtigt. 

Die berechneten Proxel werden je nach Einstellung des Programms weiterverarbeitet. Zur 

Berechnung der Beobachtbarkeit, werden diese in einer Queue gespeichert. Wurden alle 

Proxel eines Zeitschrittes abgearbeitet, so wird die Beobachtbarkeit Typ-1, Typ-2 und Typ-3 

aus den Proxeln dieses Zeitschrittes berechnet. Um die Rechenzeit zu verringern, wird der 

Zustandsraum noch einmal eingeschränkt. Die Parameter zur Berechnung der 

Beobachtbarkeit sind dabei: 

1. Pruning-Value    

Bestimmt auf welche Größe der Zustandsraum zusätzlich reduziert wird, um die 

Beobachtbarkeit zu berechnen. 

2. Distanzfunktion                      

Dieser Wert gibt die verwendete Distanzfunktion an. Die verwendeten 

Distanzfunktionen in dieser Arbeit sind Hamming-Distanz und die Damerau-

Levenshtein Distanz. 

3. Ebenen pro Berechnung    

„Ebenen pro Berechnung“ gibt an, aller wie viel Zeitschritte die Beobachtbarkeit 

berechnet werden soll. 

Diese Parameter kommen ausschließlich zur Berechnung der Beobachtbarkeit zum Einsatz. 

Neben den Werten der Beobachtbarkeiten wird zusätzlich noch die gesamte CPU-Zeit des 

Programms ausgelesen, sowie die Restwahrscheinlichkeit zur Berechnung der 

Beobachtbarkeit. 

Auch zur Erzeugung des Expanded-Hidden-Markov-Model wird die Proxel-Methode benutzt. 

Dabei unterscheidet sich der Algorithmus im Vergleich zur Beobachtbarkeit um 2 

Einstellungen. Wird ein Proxel erzeugt, so wird dieses Proxel nur dann der Queue der Proxel-

Methode hinzugefügt, wenn dieser Zustand vorher noch nicht im Expanded-Hidden-Markov-

Model existierte. Dadurch wächst die Queue der Proxel-Methode nicht so stark an. Deshalb 

wird zur Beschränkung des Zustandsraumes Threshold-Pruning verwendet. In dieser Arbeit 

wurde ein Pruning-Value von maximal        verwendet. Aus dem erzeugten Expanded-

Hidden-Markov-Model werden dann die entsprechenden Werte für die Beobachtbarkeit 

Typ-1 und Typ-2 berechnet. (siehe Kapitel 3.2.1 „Beobachtbarkeit Typ-1 und 3.2.2 

„Beobachtbarkeit Typ-2“) 



Experimente  Aufbau des Simulationsprogramms 

 53 

Zur Evaluation der Beobachtbarkeit werden Ausgaben der Virtuellen Stochastischen 

Sensoren verschiedener Modelvariationen berechnet und die Qualitätsunterschiede mit den 

Unterschieden der Beobachtbarkeit der Virtuellen Stochastischen Sensoren verglichen. Um 

dies zu bewerkstelligen, werden die Systeme simuliert und die Virtuellen Stochastischen 

Sensoren auf den Spuren der System-Simulationen angewendet. 

Zur Simulation wird ebenfalls die Proxel-Methode verwendet. Dabei wird in jedem Zeitschritt 

der Zustandsraum auf ein Proxel zufällig entsprechend der Wahrscheinlichkeit reduziert. Die 

Parameter zum Sampeln sind dabei: 

1. Probenanzahl    

Die Probenanzahl bestimmt, wie viele Simulationen durchgeführt werden sollen. 

2. Maximaler Zeitschritt    

Der Maximale Zeitschritt gibt an, bis zu welchem Zeitschritt pro Lauf gerechnet 

wird. 

Die so erzeugten Spuren werden gespeichert. Sie entsprechen den Eingabedaten des 

Virtuellen Stochastischen Sensors. Es wäre auch möglich die Spuren durch eine 

eventbasierte Simulation des Systems zu erzeugen. Diese Methode ist sicherlich schneller, 

allerdings existieren jene Funktionen zur Erzeugung der Spuren bereits. Im Vergleich zur 

Berechnung der Beobachtbarkeit oder Messung der Virtuellen Stochastischen Sensoren, ist 

der Rechenaufwand relativ gering. Aus den simulierten Spuren können nun mithilfe der 

Proxel-Methode die Werte (Messungen) der Virtuellen Stochastischen Sensoren berechnet 

werden. 
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4.4. Car-Rental-Service 

 

Abbildung 11 – Schematische Darstellung des Systems „Car-Rental-Service“ 
Quelle: [16] 

Das erste verwendete System stellt eine Autovermietung dar. Die Sensoren in diesem 

System messen, ob ein Kunde die Autovermietung betritt, oder verlässt. Die Kunden werden 

unterteilt in Premium-Kunden oder Normal-Kunden. Premium-Kunden werden bevorzugt 

behandelt. Außerdem ist die Bearbeitungszeit eines Premium-Kunden größer als die eines 

Normal-Kunden. Es gibt einen Schalter mit einer Person zum Bearbeiten der Kunden. Bei 

diesem System ist die Länge der Warteschlange von Interesse. Der Virtuelle Stochastische 

Sensor misst jeweils die Warteschlangenlänge für die Premium-Kunden und Normal-Kunden. 

Dieses System hat den Vorteil, dass es sich beliebig erweitern lässt. So kann z.B. die Anzahl 

der Mitarbeiter erhöht werden, oder die Anzahl der verschiedenen Kunden-Typen. Es 

können z.B. verschiedene Anliegen der Kunden betrachtet werden. Des Weiteren lässt sich 

der „Grad“ der Beobachtbarkeit des Systems leicht verändern. Dies erfolgt durch die 

Anpassung der im System vorhandenen Sensoren. Die in dieser Arbeit verwendeten 

Variationen dieses Systems unterscheiden sich alle in den verwendeten Sensoren. 

Die Verteilungsfunktion für die Zwischenankunftszeiten der Kunden ist für beide 

Kundentypen normalverteilt. Die Bearbeitungszeiten pro Person sind für beide Kundentypen 

weibullverteilt. Die Zwischenankunftszeit eines Normal-Kunden beträgt im Schnitt 22,5 

Zeiteinheiten und eines Premium-Kunde 45 Zeiteinheiten. In der Summe betritt ein Kunde 

alle 15 Zeiteinheiten die Autovermietung. Premium-Kunden werden im Schnitt alle 14 

Zeiteinheiten abgearbeitet, Normalkunden sogar alle 10,6 Zeiteinheiten. Es werden im 

Schnitt also mehr Personen abgearbeitet, als Personen die Autovermietung betreten. Im 

Durchschnitt tritt ein Ereignis in diesem System alle >7 Zeiteinheiten auf. 
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4.4.1. Parameter: Delta, die Länge eines Zeitschrittes 

Eine wichtige Wahl bei der Benutzung der Proxel-Methode ist die Wahl des Delta. Delta 

sollte so klein wie möglich und so groß wie nötig gewählt werden. Wie groß Delta gewählt 

werden sollte, ist dabei von drei verschiedenen Werten abhängig. 

1. VSS-Genauigkeit in Bezug zum realen System 

Wie bereits im Kapitel 2.4.4 Zustandsraum und Proxel-Method genannt, geht die 

Proxel-Methode davon aus, dass nur ein Ereignis in einem Zeitschritt auftreten 

kann. In einem Zeitschritt auftretende Ereignisse müssen nacheiander (in 

aufeinanderfolgenden Zeitschritten) abgearbeitet werden. Je größer Delta ist, 

desto größer ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Ereignisse gleichzeitig auftreten 

könnten. Eine Faustregel ist dabei, dass Delta mindestens so klein gewählt werden 

sollte, wie die halbe durchschnittliche Laufzeit des kürzesten Prozesses. [27] 

2. Rechenzeit 

Ein kleineres Delta bedeutet mehr Ebenen innerhalb der gleichen Systemzeit. 

Daher sind mehr Ereignisse möglich. Das bedeutet, dass sich mehr Proxel in der 

Queue befinden können. Ein Anstieg der Rechenzeit ist die Folge. 

3. Restwahrscheinlichkeit in der Queue 

Um die Anzahl der Proxel berechenbar zu halten, ist eine Einschränkung des 

Zustandsraumes notwendig. Durch Pruning sinkt die Gesamtwahrscheinlichkeit ab. 

Dadurch sinkt auch die Aussagekraft der Ergebnisse. 

Das folgende Diagramm zeigt die benötigte Prozessorzeit in Abhängigkeit der Systemzeit. Die 

Prozessorzeit ist die Gesamtzeit der CPU-Zeit die der Prozess benötigt hat. Der Wert wurde 

mithilfe Microsoft eigener Funktionen gemessen. Das verwendete Model war dabei „Car-

Rental-Service Variante-1“ (siehe nächstes Unterkapitel). Berechnet wurden alle drei Typen 

der Beobachtbarkeit. Das verwendete Distanzmaß der Beobachtbarkeit Typ-3 war die 

rechenaufwendige Damerau-Levenshtein Distanz. Der Zustandsraum wurde dabei auf 7,5 

Millionen Proxel pro Ebene begrenzt. Zur Berechnung der Beobachtbarkeit Typ-3 wurden der 

Zustandsraum temporär auf 1 Million Proxel reduziert. Die verwendete Pruning-Methode 

war dabei Top-N-Pruning. Zusätzlich wurde die Beobachtbarkeit nur jeden 3. Zeitschritt 

berechnet. 
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Abbildung 12 – Kumulierte Prozessorzeit in Stunden für die verschiedenen Delta-Größen 

Das Diagramm zeigt, dass mit kleinerem Delta, die Rechenzeit bei gleicher Systemzeit 

zunimmt. Auffällig ist zusätzlich der extreme Anstieg für Delta 10. Für Delta 10 existiert dabei 

kein berechneter Datenpunkt bei Systemzeit 120. Selbst nach einer Prozessorzeit von 4 

Tagen gab es noch kein Ergebnis für diesen Zeitpunkt. Der eingetragene Datenpunkt dient 

lediglich zur Verdeutlichung. Der Grund für diesen extremen Rechenanstieg ist, dass bei 

einem Delta von 10 viele Pfade die selbe Spur besitzen. Ein zu großes Delta hat zur Folge, 

dass in fast jedem Zeitschritt eine Transition schaltet. Bei „Car-Rental-Service Version-1“ hat 

jedes Ereignis dasselbe Ausgabe-Symbol. Da der Rechenaufwand quadratisch mit der Anzahl 

an gleichen Proxeln pro Spur ansteigt, kommt es zu dem extremen Anstieg der Rechenzeit 

bei Delta 10. Nach diesen Daten empfiehlt sich ein Delta für diesen Virtuellen Stochastischen 

Sensor von 2-5. 

Neben der Rechenzeit ist allerdings auch Gesamtwahrscheinlichkeit der Proxel, aus der die 

Beobachtbarkeit berechnet wird, wichtig. Das folgende Diagramm zeigt die 

Wahrscheinlichkeit in Abhängigkeit zur Systemzeit für alle 4 Delta-Werte. 
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Diagramm 3 - Wahrscheinlichkeit in der Queue in Abhängigkeit der Systemzeit der verschieden 
Zeitschrittlängen 

Diagramm 3 zeigt, dass mit größerem Delta die Gesamtwahrscheinlichkeit in der Queue zu 

einem späteren Systemzeitpunkt erst absinkt. Das Ergebnis ist zu erwarten. Mit mehr 

Zeitschritten, gibt es mehr Knoten zur selben Systemzeit und daher fällt durch das Pruning 

die Wahrscheinlichkeit schneller ab. 

Da sowohl bezüglich der Rechenzeit, als auch bezüglich der Wahrscheinlichkeit ein Delta von 

5 deutlich bessere Ergebnisse erzielt, habe ich mich bei den Experimenten für ein Delta von 5 

entschieden. 
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4.4.2. Car-Rental-Service Version-1 
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Abbildung 13 – Augmented Stochastic Petri-Netz des Models „Car-Rental-Service Version-1“ 

Diese Version der Autovermietung hat einen Eingang mit einer einfachen Lichtschranke. 

Diese misst, ob jemand das Gebäude betritt oder verlässt. Dabei kann nicht unterschieden 

werden, ob die Person das Gebäude betreten hat, oder ob die Person das Gebäude verlassen 

hat. 

Die Anzahl der Proxel wurde in jedem Zeitschritt auf 10 Millionen begrenzt. Da in jedem 

Zeitschritt drei Transitionen feuern können, ergibt das eine Maximale Anzahl an Knoten von 

40 Millionen Proxel in der Queue. 

Beobachtbarkeit Typ-1 

Da alle Transitionen ein Ausgabesymbol erzeugen, hat die Beobachtbarkeit Typ-1 den Wert 

1. Dies gilt sowohl für die genaue Berechnung, als auch für die Abschätzung. Hat die 

Abschätzung exakt den Wert 1, so ist auch der genaue Wert für die Beobachtbarkeit Typ-1 

exakt 1. 

Beobachtbarkeit Typ-2 

Bei der Beobachtbarkeit Typ-2 zeigt sich ein Abfall der Beobachtbarkeit Typ-2 mit der Zeit. 

Dies liegt daran, dass Car-Rental-Service Variante-1 keine Transitionen besitzt, deren 
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Schaltvorgang auf den inneren Zustand schließen lässt und dadurch einen starken Anstieg 

der Beobachtbarkeit verursacht. Die Werte für die Beobachtbarkeit wurden mit einem 

Pruning-Value (Beobachtbarkeit) von 350k, 1 Mio, 2.5 Mio und 10 Mio durchgeführt. Dabei 

ergab sich folgender Abfall der Wahrscheinlichkeiten: 

 

Diagramm 4 - Gesamtwahrscheinlichkeit, der für die Berechnung der Beobachtbarkeit benutzten Proxel in 
Abhängigkeit zum Zeitschritt für die verschiedenen Pruning-Größen 

Diagramm 4 zeigt deutlich, dass bei Car-Rental-Service Variante-1 die Wahrscheinlichkeiten 

selbst bei deutlich größeren Pruning-Values stark abfällt. Der Unterschied zwischen 350k und 

2.5M liegt bei 3 Zeitschritten (15 Zeiteinheiten). Dies liegt an der Verteilung der 

Wahrscheinlichkeiten unter den Proxeln. (Siehe Kapitel 3.2.3 „Beobachtbarkeit Typ-3“) 

Das folgende Diagramm zeigt die berechnete Beobachtbarkeit Typ-2. Die durchgezogenen 

Linien der Beobachtbarkeit entsprechen den Werten, wenn die Wahrscheinlichkeit der 

Proxel vorher normalisiert wurde. Dadurch wird die Bobachtbarkeit nach oben abgeschätzt. 

Die gepunkteten Linien entsprechen den Werten, wenn die Wahrscheinlichkeit nicht vorher 

normalisiert wurde. Diese Werte entsprechen daher einer unteren Abschätzung. 
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Diagramm 5 - Beobachtbarkeit Typ-2 für das System „Car-Rental-Service Version 1“ 
Parameter: Delta=5; 

Ab einer Systemzeit von ungefähr 105 Zeiteinheiten sinkt die Wahrscheinlichkeit stark ab. 

Dadurch sinkt auch der berechnete Wert der Beobachtbarkeit stark ab. Werden die Werte 

normalisiert kommt es zu einer Überschätzung. Dies liegt daran, dass die Anzahl 

verschiedener Proxel mit gleicher Spur abnimmt. Durch die Normalisierung verteilt sich die 

fehlende Wahrscheinlichkeit auf die existierenden Proxel, weshalb die Beobachtbarkeit 

überschätzt wird. 

Für eine Zustandsraumgröße von 350k Proxel sinkt die Wahrscheinlichkeit im 27. Zeitschritt 

(135 Zeiteinheiten) auf 13,3% ab. Selbst mit einer Zustandsraumgröße von 10M Proxel sinkt 

die Gesamtwahrscheinlichkeit im Zeitschritt 33 bereits unter 10%. Für die Berechnung wurde 

ein Delta der Größe 5 gewählt. Die Systemzeit beträgt demnach 165 Zeiteinheiten. Der 

längste Prozess hat eine durchschnittliche Dauer von 45 Zeiteinheiten. Im Schnitt schaltet 

der längste Prozess also nur 3,6-mal. Eine Systemzeit von 165 Zeiteinheiten entspricht keiner 

langen Verwendungszeit des Virtuellen Stochastischen Sensors. 

Im Kapitel „Beobachtbarkeit Typ-2“ im Bereich „Abschätzung“ (Seite 32) wurde eine weitere 

Methode zur Abschätzung vorgestellt. Die Umwandlung in ein Expanded Hidden-Markov-

Model ist wesentlich leichter zu berechnen, als die direkte Berechnung auf Basis der Proxel-

Methode. Da im Rahmen dieser Arbeit bei dieser Abschätzung nur die Ausgabe des letzten 

Zeitschrittes berücksichtig wurde, unterschätzt auch diese Abschätzung die Beobachtbarkeit 

Typ-2. 
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Diagramm 6 – Abschätzung und exakte Werte der Beobachtbarkeit Typ-2 des Systems „Car-Rental-Service 
Version-1“ durch ein EHMM 

Parameter: Delta=5; Pruning-Threshold: 1e-100 

Diagramm 6 zeigt die abgeschätzte Beobachtbarkeit Typ-2 in Abhängigkeit des Zeitschrittes. 

Berechnet wurden diese Werte mit einem Threshold von 1e-100. Die so ignorierten Knoten 

haben eine Gesamtwahrscheinlichkeit von rund 1e-95. Der Fehler ist demnach extrem klein. 

Der Pruning-Value für einen Virtuellen Stochastischen Sensor liegt im Bereich von 1e-12. 1 

Im Diagramm 6 ist zu sehen, dass die Abschätzung abfällt und schwingt. Sie pendelt sich bei 

ungefähr 0,134 ein. Die Schwingungsdauer beträgt dabei rund 10 Zeitschritte. Dies 

entspricht einer Systemzeit von 50 Zeiteinheiten, was der ungefähren mittleren Dauer des 

längsten Prozesses entspricht. 

Die exakten Werte lassen sich für nicht viele Zeitschritte berechnen. Die Abschätzung lässt 

sich zwar für viele Zeitschritte berechnen, unterschätzt die Beobachtbarkeit allerdings 

deutlich. 

  

                                                      

1
 Welcher Pruning-Value der beste ist, ist von System zu System unterschiedlich. Auch die Anzahl der 

Zeitschritte spielen dabei eine große Rolle. Eine pauschale Aussage ist daher nicht möglich. Die von mir bisher 
verwendeten Modelle benötigten alle einen Pruning-Value von ungefähr 1e-12. 
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Beobachtbarkeit Typ-3 

Die Berechnung der Beobachtbarkeit Typ-3 liefert bei diesem System ähnliche Ergebnisse 

wie die bei der Beobachtbarkeit Typ-2. 

 

Diagramm 7 - Beobachtbarkeit Typ-3 für das System „Car-Rental-Service Version 1“ 
Parameter: Delta=5; Pruning-Value=(siehe Legende) 

Hamming 2.5M ist nur bis zum Zeitschritt 9 berechenbar 

Diagramm 7 zeigt, dass für dieses System die Hamming-Distanz und die Damerau-

Levenshtein-Distanz ähnliche Ergebnisse erzielen. Auch hier zeigt sich kaum ein Unterschied 

zwischen den Werten der Beobachtbarkeit mit den verschiedenen Pruning-Values. Allerdings 

steigt die Rechenzeit bei einer Größe von 5M Proxeln zur Berechnung extrem an. Im Test 

brauchte die Berechnung des 12. Zeitschrittes bereits mehr als 50h Rechenzeit. Für dieses 

System scheint der Zeitschritt 12 auch ein schwer zu berechnender Zeitschritt zu sein. Selbst 

bei einer Zustandsraumgröße von 2,5M Proxeln benötigt die Berechnung ungefähr 6h für 

den 12. Zeitschritt alleine. Die nachfolgenden Zeitschritte benötigen bis Zeitschritt 30 

insgesamt eine Rechenzeit von 8h. Dabei sinkt die Rechenzeit logischerweise mit 

abnehmender Gesamtwahrscheinlichkeit. 

Wie schon bei der Beobachtbarkeit Typ-2 wird auch die Beobachtbarkeit Typ-3 durch eine 

Normalisierung überschätzt, während ohne Normalisierung der Wert unterschätzt wird. Im 

Gegensatz zur Beobachtbarkeit Typ-2 schwingt die Beobachtbarkeit Typ-3 allerdings nicht so 

stark. Dies liegt daran, dass im Pfad auch die Vergangenheit enthalten ist. Dadurch wird der 

Wert geglättet. 
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Evaluation 

In diesem Abschnitt wird kurz auf die Evaluation dieses Systems eingegangen. Die Aufgabe 

dieses Virtuellen Stochastischen Sensors ist es, die Warteschlangenlängen zu ermitteln. Zur 

Ermittlung der Qualität des Virtuellen Stochastischen Sensors wurde dieses System 1.000-

mal mit 50 Zeitschritten simuliert. Anhand der so generierten Spuren wurde die Ausgabe des 

Virtuellen Stochastischen Sensors berechnet. Als Maß für die Qualität benutzte ich die 

erwartete Streuung des Virtuellen Stochastischen Sensors. 

Das folgende Diagramm zeigt die Streuung des Virtuellen Stochastischen Sensors in 

Abhängigkeit der Systemzeit. Der Startzustand war bei jeder Simulation der 

Systemanfangszustand. 

 

Diagramm 8 - Standardabweichung des VSS "Car-Rental-Service Version 1"; 
Parameter: Delta=5; Pruning-Value=5.000.000; Anzahl-Samples=1.000 

Auch in der Standardabweichung zeigt sich eine Schwingung. Dabei ist zu beachten, dass die 

Warteschlangenlänge die Person, die grade am Schalter bearbeitet wird, nicht enthält. Da 

Premium-Kunden bevorzugt behandelt werden, und sich die Normal-Kunden dadurch 

aufstauen, schwingt die erwartete Standardabweichung der Normal-Kunden nicht so stark. 

Die Gesamtstandardabweichung schwingt, wie die Standardabweichung der Premium-

Kunden mit einer ungefähren Schwingungsdauer von 50 Zeiteinheiten. 

Sowohl die Streuung als auch die Beobachtbarkeit Typ-2 schwingen mit einer Periode von 

ungefähr 50. Die Streuung schwingt um 25 Zeiteinheiten versetzt zur Beobachtbarkeit Typ-2. 

Ist die Beobachtbarkeit besonders hoch, ist die durchschnittliche Streuung klein. 
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4.4.3. Car-Rental-Service Version 2 
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Abbildung 14 – Augmented-Stochastic-Petri-Net des Systems „Car-Rental-Service Version-2“ 

In dieser Version des Systems Car-Rental-Service kommt eine doppelte Lichtschranke zum 

Einsatz. Dadurch wird unterschieden, ob ein Kunde die Autovermietung betritt, oder diese 

verlässt. Die Verteilungsfunktionen der Transitionen unterscheiden sich dabei nicht von der 

ersten Version. Durch das neue Ausgabesymbol vergrößert sich die Anzahl der 

Ausgabesymbole und damit die Anzahl der Spuren, was eine deutliche 

Performancesteigerung der Berechnung der Beobachtbarkeit Typ-3 zur Folge hat. So ist es 

möglich sowohl für die Hamming-Distanz, als auch für die Damerau-Levenshtein-Distanz eine 

Zustandsraumgröße von 10M Proxel zu benutzen. 
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Beobachtbarkeit 

Dieser Abschnitt beschäftigt sich mit den Ergebnissen der Experimente dieses Systems 

betreffend. Es wird nur oberflächlich auf den Unterschied zwischen diesem System und dem 

Grundmodell eingegangen. Darauf wird im Kapitel 4.4.6 Auswertung genauer eingegangen. 

 

Diagramm 9 - Beobachtbarkeit für das System "Car-Rental-Service Version-2" 
Abk.: Beobachtbarkeit Typ-2 (O2), Damerau-Levenshtein (DL), Hamming (Ham) 

Parameter: Delta=5; Pruning-Value=10M 

Auch hier zeigt sich, dass zwischen Damerau-Levenshtein und Hamming-Distanz kaum ein 

Unterschied für dieses Model besteht. Auch die Werte der Beobachtbarkeit Typ-2 sind 

ähnlich der Werte der Beobachtbarkeit Typ-3. Allerdings enthält die Beobachtbarkeit Typ-3 

nicht so starke Ausreißer. Dies liegt daran, dass die Vergangenheit in der Berechnung der 

Beobachtbarkeit Typ-3 enthalten ist. Dadurch wird auch hier eine Glättung erzeugt. Sowohl 

Beobachtbarkeit Typ-2, als auch Beobachtbarkeit Typ-3 liegen deutlich höher, als dies bei 

dem Ursprungsmodell der Fall war. Auch die Abschätzung über ein Expanded-Hidden-

Markov-Model verzeichnet höhere Werte bei gleichem Zeitschritt. Die abgeschätzten Werte 

für die Beobachtbarkeit Typ-2 liegen bei 500 Zeiteinheiten ungefähr bei 0,15. (siehe 

Diagramm 43, Seite 119) 
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Evaluationsergebnisse 

Nicht nur in den Werten der Beobachtbarkeit ist ein Unterschied zum Grundmodell zu 

erkennen. Dadurch, dass ankommende und verlassende Kunden unterschieden werden 

können, ist es möglich die Gesamtwarteschlangenlänge genau fest zu legen. Dies zeigt sich 

auch in den Ergebnissen des Virtuellen Stochastischen Sensors. 

 

Diagramm 10 - Durchschnittliche Streuung der Warteschlangen zusammen (blau) und der einzelnen  
Warteschlangen und derren Gleitender Mittelwert des Systems „Car-Rental-Service Version-2“ 

Die Streuung für Normalkunden ist identisch zur Streeung der Premiumkunden 
Parameter: Delta=5; Pruning-Value=1e-100 

Die durchschnittliche Streuung der Gesamtwarteschlangelängen ist 0, da die Anzahl der 

Kunden genau durch die Spur bestimmt wird. Die Streuungen der einzelnen Warteschlangen 

sind identisch. Für den gleitenden Mittelwert wurde eine Länge von 9 (45 Zeiteinheiten) 

benutzt, da dies der ungefähren Periode entspricht. Der gleitende Mittelwert liegt bei 

ungefähr 0,071. 

Dies zeigt, dass die Qualität dieses Virtuellen Stochastischen Sensors deutlich besser ist, als 

die Qualität des Grundmodells. Desweiteren scheint die Streuung nicht anzusteigen, wie es 

beim Grundmodell der Fall ist. Dies ergibt Sinn, da die Anzahl der Personen in der Queue 

bekannt sind und die Premium-Warteschlange sich schneller abbaut. Dadurch kann auch die 

Normalkunden-Warteschlange abgeschätzt werden. Im Grundmodell war dies nicht der Fall. 

Die Streuung der einzelnen Warteschlangen schwingt mit einer Periode von rund 50 

Zeiteinheiten. Wie auch beim Grundmodell zeigt sich: Ist die Streuung klein, so ist die 

Beobachtbarkeit Typ-2 groß und ist die Streuung groß, so ist die Beobachtbarkeit Typ-2 klein.  
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4.4.4. Car-Rental-Service Version 3 
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Abbildung 15 – Augmented-Stochastic-Petri-Net des Systems „Car-Rental-Service Version-3“ 

Car-Rental-Service Version 3 stellt eine Autovermietung mit einem separaten VIP-Eingang 

dar. 30% der Premium-Kunden benutzen diesen Eingang. Als Sensoren befinden sich zwei 

einfache Lichtschranken im System, eine Lichtschranke für jeden Eingang. Das Model trackt 

dabei nicht den einzelnen Premium-Kunden. Ein Premium-Kunde muss daher nicht 

zwangsläufig das System durch denselben Eingang verlassen. Die Ergebnisse ähneln den 

Ergebnissen der vorherigen Experimente. Daher werden sie in diesem Abschnitt nur kurz 

genannt. 
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Beobachtbarkeit 

Wie in der Version 2 zeigt auch diese Version eine bessere Performance im Vergleich zum 

Grundsystem. Dies liegt auch hier daran, dass die Anzahl der verschiedenen Spuren erhöht 

wird. Dadurch ist es auch hier möglich, eine Zustandsraumgröße von 10M für die 

Berechnung der Beobachtbarkeit Typ-3 zu verwenden. Es zeigt sich ebenfalls, dass es kaum 

einen Unterschied zwischen Hamming-Distanz und Damerau-Levenshtein-Distanz gibt. Auch 

hier schwingt die Beobachtbarkeit Typ-3 nicht so stark wie die Beobachtbarkeit Typ-2. 

 

Diagramm 11 – Beobachtbarkeiten des Systems „Car-Rental-Service Version 3“ 

Evaluation 

Auch die Streuung des Virtuellen Stochastischen Sensors für Version 3 zeigt keine 

Auffälligkeiten. Die Werte sind ähnlich wie die Werte des Basismodells. Dabei streut der 

Virtuelle Stochastische Sensor geringfügig geringer. Alle drei verschiedenen Streuungen sind 

rund 10% geringer, als die entsprechenden Streuungen des Basismodells. 

Wie schon bei den vorherigen Experimenten zeigt sich auch hier eine Korrelation der 

Beobachtbarkeit und der Streuung. Die Beobachtbarkeit Typ-2 des Grundsystems ist um 

rund 17% kleiner als die Beobachtbarkeit Typ-2 dieses Systems. 
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4.4.5. Car-Rental-Service Version-4 
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Abbildung 16 – Augmented-Stochastic-Petri-Net des Systems „Car-Rental-Service Version-4“ 

Das System Car-Rental-Service Version-4 besitzt für jedes Ereignis einen Sensor, der ein 

eindeutiges Signal sendet. Dadurch ist es genau möglich aus der Spur den internen Zustand 

zweifelsfrei zu berechnen. 

Beobachtbarkeit 

Diese komplette Rekonstruierbarkeit zeigt sich auch in der Beobachtbarkeit. Die exakten 

Werte der Beobachtbarkeit des Systems ist unabhängig vom Zeitschritt genau eins. Dies gilt 

für alle drei Typen. Damit sind auch die abgeschätzten Werte der Beobachtbarkeiten mit 

vorheriger Normalisierung der Wahrscheinlichkeiten genau eins. Dies zeigt auch das 

folgende Diagramm: 
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Diagramm 12 - Beobachtbarkeit des Models „Car-Rental-Service Version-4“  
Die tatsächliche Beobachtbarkeit für dieses System ist 1. 

Da die Beobachtbarkeit eins ist, ist auch die nach oben abgeschätzte Beobachtbarkeit eins. 

Die Beobachtbarkeit ist für alle Typen der Beobachtbarkeit eins. 

 

 

Diagramm 13 - Ergebnisse des Expanded-Hidden-Markov-Models für „Car-Rental-Service Version-4“ 
Parameter: Delta=5; Pruning-Value=1e-100 

Die abgeschätzte Beobachtbarkeit durch das Expanded-Hidden-Markov-Model liegt bei rund 

0,18. Damit wird die Beobachtbarkeit auch für dieses System durch das Expanded-Hidden-

Markov-Model stark unterschätzt. 
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Evaluation 

Die komplette Rekonstruierbarkeit zeigt sich nicht nur in der Beobachtbarkeit. Die Streuung 

des Virtuellen Stochastischen Sensors ist exakt Null. 

 

4.4.6. Auswertung 

Dieses Unterkapitel beschäftigt sich mit der Auswertung der Experimente des Systems Car-

Rental-Service. Dabei wird auf die Unterschiede der einzelnen Ergebnisse eingegangen. Dazu 

wird der Mehrwert der einzelnen Sensorkonfigurationen in Bezug auf das Grundsystem 

berechnet. 

Qualität der Virtuellen Stochastischen Sensoren 

Dieser Abschnitt beschäftigt sich mit der Qualität der verschiedenen virtuellen 

Stochastischen Sensoren in Bezug zu Car-Rental-Service Version-1. 

 

Diagramm 14 - Durchschnittliche Streuung der verschiedenen Warteschlangen der verschiedenen Systeme 
Version 2 (Premium) = Version 2 (Normal) 

Version 2 (Gesamt) = Version 4 (alle) = 0 
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Diagramm 14 zeigt deutlich die Unterschiede in der Qualität der Virtuellen Stochastischen 

Sensoren. Die größten Streuungen weißt das Grundmodell auf. Version 3 hat geringfügig 

bessere Streuungen. Version 2 hat eine deutlich geringere Streuung als Version 3 oder das 

Grundmodell. Insbesondere ist die Gesamtwarteschlangenstreuung Null. Aber am deutlich 

besten ist Version 4. Da der komplette Pfad rekonstruierbar ist, ist dies auch nicht anders zu 

erwarten. Alle Streuungen von Version 4 sind 0. 

 

Diagramm 15 – Relative Durchschnittliche Streuung der verschiedenen Versionen zur Version 1 

Diagramm 15 zeigt die relative Streuung zum Basismodell. Hier zeigt sich, deutlich, dass 

Version 3 90% der ursprünglichen Streuung aufweist und Version 2 für die Premium-Queue 

30% und für die Normal-Queue 11%. Damit sind die Versionen folgendermaßen zu ordnen: 

                                        

Der sehr große Ausschlag bei Zeitschritt 4 entsteht durch die extrem kleinen Werte. Bei der 

Berechnung kann es zu kleinen Ungenauigkeiten aufgrund des Samplings und der 

verwendeten Arithmetik kommen. 
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Beobachtbarkeit Typ-2 

Dieser Unterschied in der Qualität spiegelt sich auch in der berechneten Beobachtbarkeit 

Typ-2 wieder. Das folgende Diagramm stellt die berechnete Beobachtbarkeit Typ-2 für alle 

vier Versionen des Virtuellen Stochastischen Sensors dar. 

 

Diagramm 16 - Beobachtbarkeit Typ-2 für alle Versionen des Virtuellen Stochastischen Sensors 
Die Wahrscheinlichkeiten wurden vorher Normalisiert 

Parameter: Delta=5; Pruning-Value=10M 

Der Verlauf aller Werte ist ähnlich. Auch nach den Werten der Beobachtbarkeit zeigt sich, 

dass                                         ist. Allerdings scheinen die 

Unterschiede nicht ganz so groß zu sein, wie es bei der Streuung der Fall ist. Dies liegt 

wahrscheinlich daran, dass die Beobachtbarkeit in einem festen Wertebereich [0,1] liegt. Für 

die Streuung ist dies nicht der Fall. 
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Diagramm 17 - Beobachtbarkeiten Typ-2 der Systeme "Car-Rental-Service" abgeschätzt durch das Expanded-
Hidden-Markov-Modell im Vergleich 

Auch die Werte der Abschätzung durch ein Expanded-Hidden-Markov-Modell zeigen diesen 

Unterschied in der Qualität der Virtuellen Stochastischen Sensoren. Version 4 ist deutlich 

besser als Version 1. Allerdings ist Version 3 hier nur minimal besser als Version 1. Dennoch 

lassen sich auch durch diese Abschätzung die unterschiedlichen Versionen korrekt ordnen. 

Mehrwert zur Beobachtbarkeit Typ-2 

Der Mehrwert der verschiedenen Sensorkonfigurationen wird zum Grundmodell berechnet. 

Da sich die Mehrwerte aus den Beobachtbarkeiten berechnen, zeigen auch diese, dass 

Version 4 des Virtuellen Stochastischen Sensors am besten ist. Allerdings ist es schwer aus 

den Mehrwerten abzuschätzen wie gut oder schlecht die einzelnen Konfigurationen 

tatsächlich sind. Es zeigt sich, dass die Berechnung des Mehrwertes „Typ-3“  

(       
               

               
) bessere Ergebnisse erzielt. So ist es aus den Werten für Version 

4 zu lesen, dass es die Bestmögliche Sensorkonfiguration ist. Die Diagramm 48 und 

Diagramm 49 (Seite 121f) zeigen die berechneten Mehrwerte für die anderen Arten 

(Differenz, Quotient). 
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Diagramm 18 - Mehrwert Typ-3 für die Beobachtbarkeit Typ-2 der Systeme "Car-Rental-Service" 
im Vergleich zum Basismodell 

 

Diagramm 19 – Mehrwert „Typ-3“ der Beobachtbarkeit Typ-2 auf Basis der Abschätzung 
der Beobachtbarkeit Typ-2 durch ein EHMM für die ersten 30 Zeitschritte 

Da die abschätzten Werte der Beobachtbarkeit Typ-2 stark von den tatsächlichen Werten 

variieren, variieren auch die korrespondierenden Mehrwerte voneinander. Es ist möglich die 

Versionen des Virtuellen Stochastischen Sensors danach zu ordnen. Der korrekte Mehrwert 

ist aus der Abschätzung allerdings nicht zu berechnen. 

0 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

1 

0 5 10 15 20 25 30 

M
e

h
rw

e
rt

 

Zeitschritt 

Mehrwert Typ-3 für O2 

Version 2 

Version 3 

Version 4 

0 

0,1 

0,2 

0,3 

0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

0,9 

1 

0 5 10 15 20 25 30 

M
e

h
rw

e
rt

 

Zeitschritt 

Mehrwert O2 Typ-3 durch EHMM 

Version 2 

Version 3 

Version 4 



Experimente  Car-Rental-Service 

 76 

Beobachtbarkeit Typ-3 

Da die Ergebnisse zur Beobachtbarkeit Typ-3 ähnlich der Ergebnisse der Beobachtbarkeit 

Typ-2 sind, zeigen auch die Analyse der Beobachtbarkeiten dasselbe Ergebnis. Dies gilt auch 

für den Mehrwert. Allerdings zeigt sich auch hier, dass sowohl die Beobachtbarkeit als auch 

der Mehrwert zwar ähnliche Ergebnisse wie die Beobachtbarkeit Typ-2 liefern, allerdings 

über die Zeit nicht so stark ausreißen, wie es bei der Beobachtbarkeit Typ-2 der Fall ist. 

 

Diagramm 20 -  Mehrwert „Typ-3“ der Beobachtbarkeit Typ-3 für die Hamming-Distanz 

Mehrwert „Typ-3“ zeigt, dass Version 4 das bestmögliche System ist. Für eine Systemzeit von 

0 ist der Mehrwert nicht zu berechnen, da das Basissystem eine Beobachtbarkeit von 1 hat. 

Im Gegensatz der Berechnung des Mehrwertes „Quotient“ und „Differenz“ liegt Version 2 

bei Mehrwert Typ-3 für alle berechneten Zeitschritte immer über Version 3. Da Mehrwert 

„Typ-3“ deutlich bessere Schlüsse über die Beobachtbarkeiten zulässt (z.B. das Version 4 

optimal ist), empfehle ich zur Berechnung des Mehrwerts die Formel von „Typ-3“ zu 

benutzen. Zudem ist „Typ-3“ eng mit der Beobachtbarkeit Typ-3 verwandt. 

Aus den Mehrwerten ist es allerdings nicht möglich auf die exakten Streuungen der 

verschiedenen Versionen zu schließen. Dennoch zeigen alle Berechnungen der Mehrwerte 

sowohl für die Beobachtbarkeit Typ-2 als auch für die Beobachtbarkeit Typ-3, dass 

                                        ist. 
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4.5. Quality Tester 

 

Abbildung 17 – Systematische Darstellung des Modells „Quality-Tester“ 
Quelle: [16] 

Das System Quality-Tester besteht aus zwei Produktionsmaschinen und einer Prüfmaschine. 

Die Produktionsmaschinen produzieren Produkte von denen 5% jeweils defekt sind. Die 

Prüfmaschine überprüft, ob die Produkte defekt sind oder nicht. Diese Daten werden dem 

Virtuellen Stochastischen Sensor übergeben. Sollte eine der Maschinen kaputt gehen, steigt 

die Rate der defekten Produkte an, die Aufgabe des Virtuellen Stochastischen Sensor ist es, 

zu ermitteln, welche der beiden Maschinen die ansteigende Fehlerrate verursacht. Dabei ist 

nur bekannt, dass ein Fehler auftrat. 

Beim vorherigen System ließ sich der Grad der Beobachtbarkeit durch die Veränderung der 

Qualität der verwendeten Sensoren leicht beeinflussen. Die verschiedenen Variationen, die 

in dieser Arbeit betrachtet wurden, unterschieden sich durch die verwendeten Sensoren. Die 

Veränderung der Parameter der Verteilungsfunktionen wurde dabei nicht betrachtet. Die 

Verteilungsfunktionen des Quality-Testers sind für beide Maschinen normalverteilt. Diese 

geben an, wie lange die Maschinen brauchen, um ein Objekt zu produzieren. Je stärker sich 

diese überlappen, desto schwieriger ist es für den Virtuellen Stochastischen Sensor zu 

bestimmen, welche Maschine defekt ist. Bei der 2. Variante des Grundsystems wurde der 

Variationskoeffizient verändert, indem die Streuung der Normalverteilungen der beiden 

Maschinen erhöht wurde. Für die dritte Variante des Grundsystems wurde der 

Variationskoeffizient verändert, indem der Erwartungswert beider Normalverteilungen 

reduziert wurde. 
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Dieses Model benötigt eigentlich nur 2 Transitionen. Die Stelle ist dabei immer gefüllt. 

Dadurch befindet sich das Petri-Netz immer in demselben Zustand. Da sowohl 

Beobachtbarkeit Typ-2 als auch Beobachtbarkeit Typ-3 aktuell über die Zustände definiert 

sind, lässt sich weder die Beobachtbarkeit Typ-2 noch die Beobachtbarkeit Typ-3 berechnen. 

Deshalb ist eine Anpassung des Petri-Netzes nötig. Im folgenden Petri-Netz gibt die Stelle an, 

welche Transition (und damit welche Maschine) das letzte Ausgabesymbol erzeugt hat. Ist 

die Stelle besetzt, dann hat Transition 1 (Maschine 1) geschalten, ist diese nicht besetzt, so 

wurde das letzte Ausgabesymbol von Transition 2 erzeugt. Diese Variante des Petri-Netzes 

wurde von Robert Buchholz entworfen. 

OK OKDefekt Defekt

Prod M1
~N(120,20)

Prod M2
~N(150,25)

Letztes Item 
durch M1

 

Abbildung 18 – Augmented-Stochastic-Petri-Net des Systems „Quality-Tester Version-1“ 
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4.5.1. Parameter Delta 

Der Quality-Tester hat zwei Prozesse. Die Dauer dieser Prozesse ist beim Basismodell 

Normalverteilt mit einem Erwartungswert von 120 und 150. Die Streuung beträgt dabei 20 

und 25. Die erwartete Dauer zwischen zwei Ereignissen beträgt 66. Im Unterschied zu den 

vorherigen Experimenten ändern sich bei diesen allerdings die Verteilungsfunktionen. Nach 

der Faustregel „  
            

 
“ liegt das größte sinnvolle Delta bei 30-60. Das Experiment 

mit den veränderten Erwartungswerten hat Erwartungswerte von 40 und 70 mit denselben 

Streuungen von 20 und 25. Die erwartete Prozesslänge beträgt hier 25. Daher habe ich in 

dieser Arbeit für das System Quality-Tester die Zeitschritte 1, 2, 5, 10, 15, 20, 30 und 60 

untersucht. Das folgende Diagramm zeigt die benötigte CPU-Zeit in Abhängigkeit zur 

Systemzeit. Delta 1 und Delta 2 zeigen eine deutlich höhere Rechenzeit auf. Bis zu einer 

Systemzeit von 200 Zeiteinheiten benötigt Delta 1 ungefähr 70h und Delta 2 ungefähr 35h. 

 

Diagramm 21 - CPU-Zeit in Stunden zur Berechnung der Beobachtbarkeit Typ-3 mit Damerau-Levenshtein-
Distanz als Distanzmaß 

Parameter: Pruning-Value=1M 

Es ist deutlich zu erkennen, dass die Rechenzeit mit steigendem Delta abnimmt. Bei einem 

Delta von 60 ist der Unterschied der Rechenzeit zu Delta 30 oder 20 nicht mehr ganz so groß. 

Die Berechnungen von Delta 1 und Delta 2 wurden wegen der großen Rechenzeit beendet, 

während die Berechnungen für die größeren Deltas aufgrund der Wahrscheinlichkeit 

abgebrochen wurden. Dies zeigt sich auch in den Gesamtwahrscheinlichkeiten der 

überbleibenden Proxel. 
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Diagramm 22 - Wahrscheinlichkeiten der überbleibenden Proxel für die verschiedenen Delta 
Die Werte für Delta 1 und Delta 2 betragen 1 und haben einen maximalen X-Wert von rund 200 Zeiteinheiten 

Parameter: Pruning-Value=1M 

Die Anzahl der Zeitschritte die pro Delta berechnet werden, sinken mit höherem Delta. Nach 

diesen Daten zufolge sollte ein hohes Delta gewählt werden. Beim Grundsystem liegt die 

erwartete Dauer zwischen zwei Ereignissen bei 66. Beim Experiment mit geringerem 

Erwartungswert liegt die durchschnittliche erwartete Dauer bei 25. Dadurch sollte Delta 

nicht größer als 5-20 sein. Ein derartig kleines Delta ist zur Berechnung der Beobachtbarkeit 

für das Basismodell ungeeignet. Diagramm 22 zeigt, dass die Wahrscheinlichkeit schon bei 

einer Systemzeit von 600 Zeiteinheiten weniger als 90% für ein Delta von 20 beträgt. Für 

eine Dauer von 600 Zeiteinheiten sind im Basismodell rund 10 Ereignisse zu erwarten. Die 

Daten aus den letzten Experimenten zeigen, dass die Beobachtbarkeit Typ-2 und Typ-3 

zeitabhängig ist. 
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Diagramm 23 – Beobachtbarkeit Typ-3 mit der Damerau-Levenshtein-Distanz des Systems Quality-Tester für 
verschiedene Deltas 

Diagramm 23 zeigt die Beobachtbarkeit Typ-3 mit den verschiedenen Deltas. Delta 1 bis 

Delta 20 liefern identische Ergebnisse für die exakte Beobachtbarkeit. Auch Delta 30 zeigt 

bei gleichem Zeitschritt einen Unterschied von weniger als 1% für die exakt berechnete 

Beobachtbarkeit. Bei einem Delta von 60 zeigt sich hingegen, dass die Beobachtbarkeit 

absinkt. Es ist zu vermuten, dass das Delta für dieses Experiment zu groß ist. Daher wurden 

die Experimente des Basismodells und der erhöhten Varianz mit einem Delta von 20 

durchgeführt, während die Experimente mit geringerem Erwartungswert mit einen Delta von 

5 durchgeführt wurden. 
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4.5.2. Quality-Tester Variante-1 (Grundmodell) 

 

Diagramm 24 - Normalverteilung für Maschine Eins (120,20) und Maschine Zwei (150,25) für das System 
„Quality-Tester Variante-1“ 

Wie schon im vorherigen Kapitel beschrieben, besitzt der Quality-Tester zwei Eingänge 

(Maschinen), deren Prozesslängen normalverteilt sind. Diagramm 24 zeigt beide 

Verteilungsfunktionen der Eingänge. In diesem Kapitel werden die Werte für die 

verschiedenen Beobachtbarkeiten und die Evaluation berechnet. Die Variationskoeffizienten 

liegen für beide Verteilungsfunktionen bei 1/6. 

         
       

    
 

Die Gemeinsame Fläche unter den beiden Normalverteilungen beträgt ungefähr 50%. 
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4.5.3. Quality-Tester Variante-2 (erhöhte Varianz) 

 

Diagramm 25 - Normalverteilung der beiden Eingänge für das System 
„Quality-Tester Variante-2“ (erhöhte Varianz) 

Der Quality-Tester Variante-2 hat denselben Erwartungswert. Die Standardabweichung 

wurde hingegen verdoppelt. Dadurch verdoppelt sich der Variationskoeffizient auf 1/3. Es ist 

deutlich zu sehen, dass beide Normalverteilungen deutlich stärker überlappen. Die 

gemeinsame Fläche unter den Funktionen beträgt rund 72%. Das sind fast 50% mehr als 

beim Basismodel. 
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4.5.4. Quality-Tester Variante 3 

(verringerter Erwartungswert) 

 

Diagramm 26 – Normalverteilung der beiden Eingänge für das System 
„Quality-Tester Variante-3“ (verringerter Erwartungswert) 

Die Streuungen in dieser Variante sind identisch mit den Streuungen des Grundsystems. 

Dafür wurde der Erwartungswert verringert. Die Erwartungswerte wurden jeweils um 80 

Zeiteinheiten reduziert. Der Wertebereich der Normalverteilungen ist positiv einschließlich 

der Null. Dies ist der Fall da der Sensor nicht in die Zukunft schauen kann. Die fehlende 

Wahrscheinlichkeit verteilt sich anteilig auf die restlichen Werte. Daher liegen die 

tatsächlichen Werte geringfügig höher. Auch in den anderen Varianten ist die der Fall, doch 

der Fehler ist so gering, dass kein signifikanter Unterschied entsteht. Für               

liegt der tatsächliche Erwartungswert bei 41 und die Standardabweichung bei 18,9. Für 

              ist der Unterschied geringer. Der Erwartungswert liegt hier bei 70,1 und die 

Standardabweichung bei 24,7. Anders als bei den vorherigen Varianten ist diese 

Veränderung des Parameters absolut und nicht relativ. Daher sind beide 

Variationskoeffizienten verschieden.               hat einen Variationskoeffizienten von 

rund 0,46 und               hat einen Variationskoeffizienten von rund 0,35. Damit sind 

beide Variationskoeffizienten größer als es in der Variante-2 der Fall war. Die gemeinsame 

Fläche ist mit rund 50% ähnlich groß, wie es in Variante-1 der Fall war. 
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4.5.5. Beobachtbarkeit Typ-1 

Alle Varianten des Quality-Testers besitzen zwei Zeitgesteuerte Transition. Beide 

Transitionen erzeugen Ausgabesymbole. Daher ist die Beobachtbarkeit Typ-1 auch für diese 

Virtuellen Stochastischen Sensoren Eins. 

4.5.6. Beobachtbarkeit Typ-2 

 

Diagramm 27 – Beobachtbarkeit Typ-2 für die verschiedenen Versionen des Quality-Testers. 
Der Delta-Parameter hat für alle 6 Datenreihen einen Wert von 5 

Das obere Diagramm zeigt die Beobachtbarkeit Typ-2 für alle drei verschiedenen Varianten. 

Aufgrund des deutlich geringeren Erwartungswertes ist die Datenreihe der Variante-3 

deutlich geringer. Die Beobachtbarkeit des Grundsystems ist deutlich höher als die 

Beobachtbarkeit der anderen beiden Systeme. Abgesehen von der zeitlichen Diskrepanz 

scheinen die Verläufe der Version-2 und der Version-3 ähnlich zu sein. Aufgrund der 

Verteilungsfunktionen müsste der Wert der Beobachtbarkeit periodisch schwingen. Eine 

derartige Schwingung ist nur in der Datenreihe des Basissystems zu sehen. Die Datenreihen 

sind zu kurz. Der Hochpunkt des Grundsystems liegt bei einem Zeitschritt von 60 was einer 

Systemzeit von 300 entspricht. Das ist das 2,5-fache des Erwartungswertes der Maschine 1 

und das 2-fache der Maschine 2. Für das Basissystem und das System Version-2 (Varianz) ist 

ein größeres Delta möglich. Bei einem Delta von 20 zeigen beide einen Peek bei einer 

Systemzeit von 300. 
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Diagramm 28 – Beobachtbarkeit Typ-2 der entsprechenden Varianten 
des Quality-Testers mit einem Delta von 20 

Allerdings ist der Peek beim System „Varianz“ deutlich geringer. Die Daten zeigen, dass die 

Beobachtbarkeit schwingt. Wie im System „Car-Rental-Service“ schwingt die 

Beobachtbarkeit mit der Frequenz des längsten Prozesses. Es ist zu vermuten, dass der 

längste Prozess als Trägerwelle fungiert. Bei einer Modulation hat eine Welle mit langsamer 

Frequenz einen größeren Einfluss als höher frequente Wellen, da die Periodendauer ein 

Vielfaches der verschiedenen Periodendauer der einzelnen Wellen ist. Nieder frequente 

Wellen haben eine lange Periodendauer. Der zugehörige Koeffizient ist demzufolge klein. Die 

Periodendauer der beiden Prozesse des Basis-Models sind sehr ähnlich. Für eine genauere 

Auswertung der Periodendauer und des Verlaufs der Beobachtbarkeit sind die Datenreihen 

jedoch zu kurz. 

Die Datenreihen für die Beobachtbarkeit Typ-2 sind zu kurz, da der Rechenaufwand extrem 

riesig ist. Dies ist für die Abschätzung der Beobachtbarkeit Typ-2 nicht der Fall. Das folgende 

Diagramm zeigt die abgeschätzte Beobachtbarkeit Typ-2 durch ein Expanded-Hidden-

Markov-Model bis zu einer Systemzeit von 1000. Als Delta wurde bei allen Versionen ein 

Wert von 5 benutzt. Der Threshold-Wert für das Threshold-Pruning lag bei       . 
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Diagramm 29 – Abgeschätzte Beobachtbarkeit Typ-2 der verschiedenen Versionen durch ein EHMM 

Zu erkennen ist, dass der Wert des Basismodels deutlicher schwingt als der Wert des 

Systems „Varianz“. Die Werte liegen allerdings deutlich unterhalb der Werte der Berechnung 

der tatsächlichen Beobachtbarkeit. Zudem sind die Werte des Systems „Erwartungswert“ 

größer als die Werte der anderen beiden Varianten. Das abgebildete Diagramm ist lediglich 

ein Ausschnitt. Die Berechnungen wurden bis zu einem Zeitschritt von 5.000 durchgeführt. 

Der Wert des Basis-Systems ist ganz minimal höher als der des „Varianz“-Systems. Die Werte 

liegen bei rund 0,518 für das Basis-System und 0,513 für das „Varianz“-System. Das System 

„Erwartungswert“ hat einen Wert von 0,548. Ein Wert von 0,5 bei lediglich zwei Zuständen 

ist annähernd raten. Der minimal mögliche Wert liegt bei           . 

Der höhere Wert der Beobachtbarkeit für die Variante „Erwartungswert“ kommt aufgrund 

des größeren relativen Unterschiedes der Erwartungswerte. Ein Ausgabesymbol im System 

„Erwartungswert“ kann mit größerer Sicherheit Maschine 1 zugeordnet werden, da 

Maschine 1 deutlich häufiger produziert als Maschine 2. Für dieses Problem ist die 

Abschätzung daher nicht zu benutzen. 
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4.5.7. Beobachtbarkeit Typ-3 

 

Diagramm 30 – Beobachtung Typ-3 mit der Hamming-Distanz als Distanz-Maß 
der verschieden Systeme des Quality-Testers 

Parameter: Delta=5 

Wie bereits beim Car-Rental-Service-System scheinen die Werte der Beobachtbarkeit Typ-3 

vom Verlauf her ähnlich der Werte der Beobachtbarkeit Typ-2 zu sein, lediglich etwas 

geglättet. Die Ergebnisse der Hamming-Distanz sind allerdings etwas niedriger als die Werte 

der Beobachtbarkeit Typ-2. Die Systeme „Erwartungswert“ und „Varianz“ sinken auf einen 

Wert von ungefähr 0,5 ab. Das bedeutet, dass 75% aller Zustände des Pfades korrekt 

zugeordnet werden können. Allerdings sind die ersten Zustände am Anfang bekannt. Im 

Vergleich mit der „Damerau-Levenshtein“-Distanz liegen die Werte der Hamming-Distanz 

minimal niedriger. Dennoch zeigen beide Distanzmaße, dass das Grundmodell deutlich 

leichter zu rekonstruieren ist, als die beiden Variationen. Allerdings sind auch hier die 

Datenreihen sehr kurz. 

Ein höheres Delta für das Grundsystem und das „Varianz“-System ermöglichen es, 

Berechnungen für eine höhere Systemzeit anzustellen. Diese Werte zeigen, dass das die 

Beobachtbarkeit des -„Varianz“-System wie bei der Beobachtbarkeit Typ-2 noch ein wenig 

absinkt. Der Anstiegt steigt allerdings dabei. Das folgende Diagramm zeigt den Anstieg der 

Beobachtbarkeit mit der Damerau-Levenshtein Distanz als Distanzmaß. Die Berechnungen 

sind bis zu einer Systemzeit von rund 350-500 genau. Es ist neben einem deutlichen Abfall 

am Anfang wieder ein Anstieg des Anstieges zu sehen. Allerdings ist auch eine Systemzeit 

von 500 noch nicht sehr Aussagekräftig, da sich das System für ungefähr 100 Zeiteinheiten 

im bekannten Startzustand befindet. 
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Diagramm 31 – Anstieg der Beobachtbarkeit Typ-3 mit Damerau-Levenshtein Distanz. 

Der steigende Anstieg kann darauf hindeuten, dass die Beobachtbarkeit mit der Zeit steigt. 

Allerdings schwingt das System mit einer Systemzeit von ungefähr 300 Zeiteinheiten. Die 

Ergebnisse zur Beobachtbarkeit Typ-2 zeigen, dass das System „Varianz“ schwächer 

schwingt, als das Grundsystem. Zudem zeigen die Untersuchungen, dass die Beobachtbarkeit 

Typ-3 im Verhältnis zur Beobachtbarkeit Typ-2 zusätzlich weniger schwingt. Die Datenreihen 

sind zu kurz, um eine sichere Aussage zu tätigen. Es ist auch möglich, dass sich der Anstieg 

bei 0 einpendelt, da der Einfluss des bekannten Startzustandes immer geringer wird. 
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4.5.8. Evaluation 

Die Aufgabe dieses Virtuellen Stochastischen Sensors ist die Erkennung eines Defekts einer 

der Maschinen. Dazu wird die Defektquote im Model der Maschine Eins auf 10% erhöht. 

Dieses Model wurde mehrfach simuliert und die erzeugten Spuren gespeichert. Der Virtuelle 

Stochastische Sensor berechnet für jede Spur die Fehlerwahrscheinlichkeit nach folgender 

Formel, da die tatsächliche Fehlerwahrscheinlichkeit dem Sensor nicht bekannt ist: 

                                      

Dabei sind    ,     und          die Fehlerrate für Maschine 1, Maschine 2 bzw. die 

Gesamtfehlerrate der Spur.       und     sind die Produktionsraten. Die Produktionsrate ist 

das Reziproke des Erwartungswertes der jeweiligen Maschinen. Fehlerwahrscheinlichkeit     

ist 5% (die ursprüngliche Fehlerwahrscheinlichkeit der Maschine 2). Die 

Fehlerwahrscheinlichkeit für Maschine 1 wird so als Likelihood-Schätzung aus den 

Parametern berechnet. Für Fehlermodel 2 (Maschine 2 ist defekt) wird dies o. B. d. A. genau 

so berechnet. Die berechneten Fehlerwahrscheinlichkeiten ergeben die neuen 

Fehlerwahrscheinlichkeiten für die beiden Modelle „Maschine 1 ist defekt“ und „Maschine 2 

ist defekt“ für die jeweiligen defekten Maschinen. Der Virtuelle Sensor berechnet anhand 

beider Modelle die Wahrscheinlichkeit, dass die entsprechende Spur aus dem System 1 

(Model 1, Maschine 1 ist defekt) bzw. System 2 (Model 2, Maschine 2 ist defekt) entstanden 

ist. Daraus wird die Sicherheit berechnet, dass Maschine 1 defekt ist. 

                 
 

                   

                                       
 

In diesem Kapitel wurden dabei zwei Zusammenhänge untersucht. Zum Einem die 

Aussagekraft der Beobachtbarkeit im Vergleich zum Evaluationsergebnis und zum Anderen 

die Abhängigkeit der Spurlänge auf die Qualität des Virtuellen Stochastischen Sensors. 

Das folgende Diagramm zeigt die Sicherheit mit der der Virtuelle Stochastische Sensor den 

aufgetretenen Defekt der Maschine Eins zuordnet. 
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Diagramm 32 – Ergebnisse der Evaluierung aus je 1.000 Versuchen des Gundsystemes, Delta ist die 
Zeitschrittlänge, t die Anzahl an Zeitschritten, daraus ergibt sich als erwartete Anzahl an Ausgabesymbolen: 

Blau: 300 
Rot: 75 

Grün: 30 
Lila: 7,5 

Zu erkennen ist, dass die mit ansteigender Anzahl an Ausgabesymbolen die Erkennungsrate 

steigt. Für unter 50 Ausgabesymbole ist die Erkennungsrate nicht befriedigend. Einer 

Erkennungsrate von 0,5 entspricht raten. Die Berechnung der Beobachtbarkeit war nur bis 

zu einer Systemzeit von 500 Zeiteinheiten möglich. Für eine Länge von 500 Zeiteinheiten ist 

das Ergebnis des Virtuellen Stochastischen Sensors extrem ungenau. Der Mittelwert liegt bei 

etwas mehr als 0,5 mit einer Streuung von 0,18. Im Test war die Sicherheit sogar unter 50%. 

Der Sensor hat schlechter als raten abgeschnitten. Auch die Ergebnisse der anderen 

Versionen bestätigen je länger die Spur ist, desto besser ist der Virtuelle Stochastische 

Sensor. 

Von den verschiedenen Versionen schneidet das Grundsystem am besten ab. Die beiden 

Variationen schneiden im Test ähnlich ab. Bei 300 Ausgabe-Symbolen kommen beide 

Sensoren auf etwa 65% Erkennungsrate. Das Basis-Modell hat eine Erkennungsrate von 80%. 

Damit ergibt sich eine ähnlich Reihenfolge der Qualität, wie bei den Werten der 

Beobachtbarkeit. 
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4.5.9. Ergebnis 

Die Berechnung der Beobachtbarkeiten erweist sich für dieses System als schwierig. Daher 

sind die Ergebnisse von geringer Aussagekraft. Dennoch spiegelt sich die Qualität in der 

Reihenfolge der Beobachtbarkeiten wieder. Sowohl Beobachtbarkeit Typ-2 als auch Typ-3 

bewerten das Basis-Modell als deutlich besser und die beiden Variationen als ähnlich 

schlecht. In der Evaluation der Virtuellen Stochastischen Sensoren zeigt sich, dass bei 

ähnlichen Systemzeiten die Sensoren nur leicht besser als raten sind. Dies passt zu den 

Ergebnissen der Beobachtbarkeit. 

Dieser Virtuelle Stochastische Sensor stellt die Beobachtbarkeit allerdings vor einigen 

Herausforderungen. Die Aufgabe dieses Sensors ist es, die Ausgabesymbolen einer der 

Maschinen zuzuordnen, also den Pfad zu rekonstruieren. Diese Zuordnung soll also für jedes 

Ausgabesymbol der gesamten Spur erfolgen. Die Beobachtbarkeit Typ-2 ist vor allem auf 

dem aktuellen Systemzustand definiert. Sie sagt aus, wie bekannt der interne Zustand zum 

Zeitpunkt   ist. Dies ist für diesen Virtuellen Stochastischen Sensor allerdings nur bedingt 

wichtig. Wichtig ist wie viele der Ausgabesymbole der richtigen Maschine zugeordnet 

werden. Ob dabei das letzte Symbol falsch erkannt wird, hat nur geringen Einfluss. Daher ist 

zu erwarten, dass die Beobachtbarkeit Typ-2 für solche Aufgaben nicht geeignet ist. Dies 

zeigt sich auch in der Abschätzung der Beobachtbarkeit durch ein Expanded Hidden Markov 

Model. Die Berechnung ist zwar extrem schnell, allerdings sind die Ergebnisse für dieses 

Modell nicht zutreffend. 

Die Beobachtbarkeit Typ-3 hingegen ist auf den Pfaden definiert. Die Hamming-Distanz 

entspricht der Anzahl falsch zugeordneter Ausgabesymbole. Auch hier zeigt sich kein großer 

Unterschied in den Ergebnissen zwischen Hamming-Distanz und der Damerau-Levenshtein-

Distanz. Ob die Beobachtbarkeit Typ-3 bei einer sehr langen Spur für dieses Modell steigt, 

muss in weiteren Untersuchungen überprüft werden. Die Qualität des Virtuellen 

Stochastischen Sensors steigt mit längerer Spur deutlich an. 
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4.6. System 3 – Doppelter Kreislauf 
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Abbildung 19 – ASPN des „System 3 - Doppelter Kreislauf Variante-1“ (Grundmodell) 

Alle vorherigen Virtuellen Stochastischen Sensoren hatten eine Beobachtbarkeit Typ-1 von 

eins. Desweiteren enthielt keine der Systeme einen direkten Kreislauf. Das System 3 besteht 

aus 2 Kreisläufen, die über jeweils einen Knoten miteinander verbunden sind. Dies ist im 

Grundmodell auch der einzige Übergang der eine Ausgabe erzeugt. Wenn eine Ausgabe 

erzeugt wird, so ist auch zu 100% klar in welchem Zustand sich das System befindet. Die 

Aufgabe des Virtuellen Stochastischen Sensors ist es, den Zustand in dem sich das System 

befindet, zu bestimmen. Zur Evaluierung wird die Distanz zwischen dem „gemessenen 

Zustand“ und dem richtigen Zustand bestimmt. Die Distanz ist dabei die Anzahl der 

Zustandswechsel (in beide Richtungen) die mindestens benötigt werden, um in den anderen 

Zustand zu gelangen. 
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4.6.1. Parameter Delta 

Auch für das „System 3“ ist die Wahl des Parameter Delta eine wichtige Entscheidung. Dieser 

Abschnitt beschäftigt sich daher kurz mit der Betrachtung der Ergebnisse für die 

verschiedenen Zeitschritte. Auch hier hängt die Rechenzeit der Beobachtbarkeit stark vom 

gewählten Delta ab. Getestet wurden die Werte 1,2,5, und 10 für den Parameter Delta. Für 

das System gilt, dass der kürzeste Prozess eine durchschnittliche Periode von ungefähr 18 

hat. Die geringste Streuung liegt bei ungefähr 9. Daher empfiehlt sich ein Delta von 5 bis 10 

für dieses Modell. Dies bestätigt eine Analyse der Gesamtwahrscheinlichkeit des 

Zustandsraumes zur Berechnung der Beobachtbarkeit. Für die Werte von 1 und 2 fällt die 

Wahrscheinlichkeit bereits bei einer Systemzeit von unter 75 ab. Bei einem Delta von 5 fällt 

die Wahrscheinlichkeit bei einer Systemzeit von 120 Zeiteinheiten ab. Für ein Delta von 10 

hingegen fällt die Wahrscheinlichkeit erst bei einer Systemzeit von 210 Zeiteinheiten ab. 

Nicht nur der Wahrscheinlichkeitsabfall favorisiert ein Delta von 10 oder 5. Auch die Analyse 

Rechenzeit zeigt, dass ein Delta von 10 oder 5 eine bessere Wahl darstellt. 

 

Diagramm 33 – Restwahrscheinlichkeit der verschiedenen Delta in Abhängigkeit zur Systemzeit 
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Alle Rechenzeiten zeigen einen exponentiellen Anstieg. Für ein Delta von 1 liegt die 

Rechenzeit für eine Systemzeit von 42 Zeiteinheiten bereits bei über 30 Stunden. Auch ein 

Delta von 2 erreicht für eine Systemzeit von 30 Zeiteinheiten bereits eine Rechenzeit von 25 

Stunden. In der gleichen Rechenzeit beträgt die Systemzeit bei einem Delta von 5 bereits 120 

Zeiteinheiten. Bei Delta von 10 befindet sich das System bei der gleichen Rechenzeit bereits 

bei 210 Zeiteinheiten. 

 

Diagramm 34 – Kumulierte CPU-Zeit in Stunden für die verschiedenen Delta 

Zur Ermittlung dieser Werte wurde die Beobachtbarkeit Typ-3 mit der Damerau-

Levenshtein-Distanz und einer Zustandsraumgröße von 500k berechnet. Beim Vergleich der 

Damerau-Levenshtein-Distanz mit unterschiedlichem Delta, zeigt sich, dass je größer das 

Delta ist, desto größer wird die Beobachtbarkeit. Dies liegt daran, dass mit einem kleineren 

Delta mehr Variationen existieren, also mehr verschiedene Zeitschritte an dem eine 

Transition schalten kann. Dies zeigt sich auch in der Beobachtbarkeit Typ-2. Da der 

Anfangszustand bekannt ist, hat die Beobachtbarkeit am Anfang einen Wert von Eins. Dies 

gilt sowohl für Typ-2 als auch für Typ-3. Typ-3 ist allerdings auf dem gesamten Pfad definiert. 

Dadurch fallen die Anfangszustände stärker ins Gewicht. Je Länger der Pfad ist, desto 

geringer ist der Einfluss des ersten (bekannten) Teils des Pfades. Daher ist die 

Beobachtbarkeit Typ-3 für größere Deltas bei gleicher Systemzeit und geringer Pfadlänge 

etwas höher. 
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Diagramm 35 – Beobachtbarkeit Typ-2 der verschiedenen Delta in Abhängigkeit zur Systemzeit 

 

Diagramm 36 – Beobachtbarkeit Typ-3 der verschiedenen Delta in Abhängigkeit zur Systemzeit 

 

Da der kürzeste Prozess eine Dauer von 18 Zeiteinheiten hat, habe ich für diese Experimente 

ebenfalls ein Delta von 5 Zeiteinheiten gewählt. Sowohl 10 als auch 5 wären für die 

Berechnung geeignet. Da sich ein Delta von 5 Zeiteinheiten mit den anderen Experimenten 

deckt, erleichtert dies die Experimente. Es ist nicht notwendig für jedes Experiment das 

Delta zu ändern und verhindert so, dass ein Experiment mit dem falschen Delta berechnet 

wird. Zudem liegen die Werte der Beobachtbarkeit bei einem Delta von 10 leicht höher als 

die der niedrigeren Deltas. 
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4.6.2. Das Grundsystem 
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Abbildung 20 – ASPN des „System 3 - Doppelter Kreislauf Variante-1“ (Grundmodell) 

Das Grundsystem besteht aus zwei Kreisläufen. Die beiden Kreisläufe sind jeweils durch je 

einen Übergang verbunden. Nur dieser Übergang erzeugt ein Ausgabesymbol. Im Vergleich 

zu den vorherigen Modellen zeigt sich, dass der Rechenaufwand dieses Modells deutlich 

größer ist. Der Pruning-Parameter zur Einschränkung des Zustandsraumes zur Berechnung 

wurde auf 500k festgelegt. Bereits nach wenigen Zeitschritten lag der Rechenaufwand zur 

Berechnung der Damerau-Levenshtein-Distanz bei über 24h. Im Vergleich zum System „Car-

Rental-Service“ sind in diesem Model allerdings nur 1-2 Transitionen aktiv. Beim „Car-Rental-

Service“ sind es 2-3 Transitionen. Der deutlich höhere Rechenaufwand hängt mit der Anzahl 

der gleichen Spuren zusammen. Bei diesem Modell gibt es die Möglichkeit, dass eine 

Transition feuert auch wenn keine Ausgabe beobachtet wurde. Dadurch steigt der 

Zustandsraum sehr schnell mit gleichen Spuren an. 
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4.6.3. Veränderung der Varianz 
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Abbildung 21 - ASPN des „System 3 - Doppelter Kreislauf Variante-2“ (erhöhte Varianz) 

Diese Version des Systems hat eine erhöhte Varianz der Normalverteilungen. Im Vergleich 

zum Grundsystem steigt die Standardabweichung für die eine Transition um das 5-fache. Die 

Standardabweichung für die andere Transition steigt um das 3-fache. Die deutlich erhöhte 

Streuung soll das rekonstruieren des Systems deutlich erschweren. 

4.6.4. Ein weiterer Sensor 
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Abbildung 22 - ASPN des „System 3 - Doppelter Kreislauf Variante-3“ (zusätzlicher Sensor) 

In der dritten Version des Models, wurde ein weiterer Ausgabesensor hinzugefügt. Dieser 

Ausgabesensor befindet sich an der normalverteilten Transition des 1. Kreislaufes. Das 

Ausgabesymbol ist identisch mit den beiden bereits existieren Ausgabesymbolen. Dadurch 

ist es nicht mehr zweifelsfrei möglich aus der Spur den Kreislauf, in dem sich das System 

befindet, zu bestimmen. Durch diesen Sensor erhöht sich auch die Beobachtbarkeit Typ-1. 
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4.6.5. Beobachtbarkeit Typ-1 

Anders als in den vorherigen Experimenten ist die Beobachtbarkeit Typ-1 nicht Eins. Die 

Beobachtbarkeit Typ-1 lässt sich durch das Expanded-Hidden-Markov Model exakt 

berechnen. Im Gegensatz zur Proxel-Methode, ist die Berechnung durch das Expanded-

Hidden-Markov Model wesentlich performanter. Daher lassen sich die Werte auch 

problemlos bis zu einer Systemzeit von 500 Zeiteinheiten berechnen. Die Berechnung für 

100 Zeitschritte (500 Zeiteinheiten) wurde innerhalb von 2s erledigt. Das folgende Diagramm 

zeigt den Verlauf der Beobachtbarkeit Typ-1 in Abhängigkeit zur Systemzeit. 

 

Diagramm 37 - Beobachtbarkeit Typ-1 des "System 3" 

Wie zu erwarten ist, liegt die Beobachtbarkeit Typ-1 des Basismodell und der Varianz 

deutlich unter der Beobachtbarkeit des Systems mit dem zusätzlichen Ausgabesymbol. Die 

Varianz und das Grundmodell haben ähnliche Werte, allerdings schwingen die Werte der 

Varianz nicht so stark, wie die des Grundmodells. Dieses Verhalten konnte auch schon bei 

der Beobachtbarkeit Typ-2 der vorherigen Experimente beobachtet werden. Die 

Abschätzungen der Beobachtbarkeit Typ-1 liegt für das Grundmodell und das Model 

„Varianz“ bei 2/8. Für das Model „Extra Sensor“ liegt diese bei 3/8. Diese Werte 

unterscheiden sich deutlich zu den exakten Werten. 
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4.6.6. Beobachtbarkeit Typ-2 

Wie die Beobachtbarkeit Typ-1 liegt auch die Beobachtbarkeit Typ-2 des Systems mit dem 

zusätzlichen Sensor über den Werten der anderen beiden Systeme. 

 

Diagramm 38 – Beobachtbarkeit Typ-2 für die Verschiedenen Systeme des „System 3 – Doppelter Kreislauf“. 
Parameter: Delta=5; Pruning-Value=1M 

Diagramm 38 zeigt, dass die Beobachtbarkeit für die Variante mit der erhöhten Varianz 

geringfügig schlechter ist, als die des Basismodells. Variante „Extra Sensor“ liegt hingegen 

deutlich über den anderen beiden Varianten. 

Auch bei diesem Modell ist eine Berechnung für die Beobachtbarkeit nur für wenige 

Zeitschritte möglich. Die deutlich schnellere Abschätzung durch das Expanded-Hidden-

Markov Model zeigt allerdings keine Trennung der unterschiedlichen Varianten. Diagramm 

39 zeigt die abgeschätzte Beobachtbarkeit Typ-2. Es sind keine deutlichen Unterschiede in 

der Beobachtbarkeit zu erkennen. Diese Methode der Abschätzung ist auch für dieses 

Modell nicht geeignet. Beim Basismodell ist es möglich mithilfe der Spur zu bestimmen, in 

welchem Kreislauf sich das System befindet. Bei der Abschätzung wird nur die Ausgabe des 

letzten Zeitschrittes betrachtet. Dadurch ist es nicht möglich zu bestimmen, in welchem der 

beiden Kreisläufe sich das System befindet. 
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Diagramm 39 - Beobachtbarkeit Typ-2 des "System 3" abgeschätzt durch Expanded-Hidden-Markov Model 

Für eine bessere Abschätzung ist es notwendig die Ausgaben mehrere Zeitschritte zu 

betrachten. Für dieses Modell wäre allerdings eine Betrachtung aller Zeitschritte notwendig, 

um den „aktiven“ Kreislauf zu bestimmen. 
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4.6.7. Beobachtbarkeit Typ-3 

Auch die Beobachtbarkeit Typ-3 zeigt einen ähnlichen Verlauf, wie die Beobachtbarkeit Typ-

2. Das Experiment mit dem zusätzlichen Sensor zeigt deutlich bessere Ergebnisse als die 

anderen beiden Varianten. Allerdings ist der Unterschied zwischen dem Basismodell und der 

erhöhtem Varianz größer, als bei der Beobachtbarkeit Typ-2. Das folgende Diagramm zeigt 

die Beobachtbarkeit Typ-3 mit der Hamming-Distanz als Distanzmaß. 

 

Diagramm 40 - Beobachtbarkeit Typ-3 des "System 3" mit Hamming-Distanz als Distanzmaß 

In diesen Experimenten zeigt sich ein Unterschied zwischen der Hamming-Distanz und der 

Damerau-Levenshtein-Distanz. Die Beobachtbarkeit der Damerau-Levenshtein-Distanz 

weicht mit zunehmender Pfadlänge stärker von der Hamming-Distanz ab. Die Reihenfolge 

der verschiedenen Systeme bleibt allerdings gleich. Für die Variante mit dem weiteren 

Sensor ist der Unterschied nicht ganz so groß. Dies liegt wahrscheinlich daran, dass mehr 

Zustandswechsel beobachtbar sind. 
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Diagramm 41 – Vergleich der Beobachtbarkeit Typ-3 der beiden Distanzmaße der verschiedenen Sensoren 

Der Unterschied kommt daher zu Stande, dass die Beobachtbarkeit Typ-1 kleiner als Eins ist. 

Da die Beobachtbarkeit Typ-1 von Version-3 größer ist, als die Beobachtbarkeit der anderen 

beiden Systeme, weichen die beiden Ergebnisse der Distanzmaße nicht so stark voneinander 

ab. 
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4.6.8. Evaluation 

Zur Evaluation wurden in diesen Experimenten die verschiedenen Varianten 10.000-mal 

gesampelt. Aus den so erzeugten Spuren wurden mittels des Virtuellen Stochastischen 

Sensors die verschiedenen Pfade mit deren Wahrscheinlichkeiten berechnet. Das Ergebnis 

des Virtuellen Stochastischen Sensors sind die Wahrscheinlichkeiten für die einzelnen 

Zustände für einen gegebenen Pfad. Als Maß für die Qualität wird in diesen Experimenten 

die durchschnittliche Distanz der Endzustände berechnet. 

 

Diagramm 42 - Durchschnittliche Distanzen der verschiedenen Varianten des "System 3" 
in Abhängigkeit zur Systemzeit. Je niedrig desto besser 

Diagramm 42 zeigt die erwartete Distanz der Ergebnisse der Virtuellen Stochastischen 

Sensoren. Bis zu einer Systemzeit von 150 Zeiteinheiten, zeigt die Variante „Extra Sensor“ 

bessere oder ähnliche Ergebnisse. Danach ist das Grundmodell besser. Nach diesen 

Ergebnissen ist das Basismodell die beste Variante. Eine genauere Auswertung zeigt, dass 

der Virtuelle Stochastische Sensor „Extra Sensor“ mit höherer Sicherheit den internen 

Zustand korrekt bestimmt. Da bei der Auswertung die Durchschnittliche Distanz gesucht ist, 

schneidet er dennoch schlechter ab. Die maximale Distanz des Grundsystems liegt bei 1. 

Durch den weiteren Sensor ist es nichtmehr trivial möglich zu bestimmen, in welchem 

Kreislauf sich das System befindet. Die maximale Distanz steigt daher auf 3 an. Dadurch 

schneidet der Sensor bei vielen Zeitschritten schlechter ab, als das Grundsystem. Beim 

Grundsystem und beim System „Varianz“ entspricht ein Ausgabesymbol quasi immer einem 

Reset des Systems, da der aktuelle Zustand exakt bestimmbar ist.  
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4.6.9. Auswertung 

Die Ergebnisse der Evaluation entsprechen nicht den Ergebnissen der Beobachtbarkeit. 

Sowohl die Beobachtbarkeit Typ-2, als auch die Beobachtbarkeit Typ-3 bewerten die 

Variante „Extra Sensor“ als besser. Die Evaluation hingegen zeigt, dass bezüglich der 

Auswertung das Basismodell die beste Variante ist. Dies liegt daran, dass die 

Beobachtbarkeit nur betrachtet, ob die verschiedenen Zustände gleich sind. Die Entfernung 

der Zustände ist dabei irrelevant. Dies zeigt sich grade bei dieser Evaluation. Im Basissystem 

ist zu jedem Zeitpunkt bekannt, in welchem Kreislauf sich das System befindet. Durch den 

zusätzlichen Sensor ist dies nicht mehr der Fall. Daher ist die Distanz im Grundmodell 

maximal 1, während die Variante „Extra Sensor“ eine maximale Distanz von 3 aufweisen 

kann. Obwohl der aktuelle Zustand mit größerer Sicherheit bestimmt werden kann, ist die 

durchschnittliche Distanz größer. Eine Anpassung der Beobachtbarkeit Typ-3, um ein 

derartiges Verhalten abzubilden wäre möglich. Nutzt man ein Distanzmaß, das die Abstände 

der diskreten Zustände mit betrachtet, dann würde das Ergebnis der Beobachtbarkeit besser 

zu der Evaluation passen. 

Wie beim „Quality-Tester“ ist auch bei diesem System die Abschätzung der Beobachtbarkeit 

nicht geeignet. Nur die letzte Systemausgabe zu betrachten, erweist sich hier als nicht 

ausreichend. Die exakten Ergebnisse der Beobachtbarkeit sind auch in diesem Model nur für 

wenige Zeitschritte zu berechnen. Es ist anzunehmen, dass die Beobachtbarkeit der Variante 

3 („Extra Sensor“) mit der Zeit abnimmt. Eine Systemzeit von 150 Zeiteinheiten ist bisher 

nicht zu berechnen. Aber erst ab dieser Systemzeit zeigt sich bei der Evaluation, dass 

Variante 3 schlechter ist als das Grundmodell. Erst bei einer Systemzeit von ungefähr 250 

Zeiteinheiten pendeln sich die Ergebnisse des Virtuellen Stochastischen Sensors ein. 

Momentan ist eine Berechnung der Beobachtbarkeit Typ-2 oder 3 von 250 Zeiteinheiten 

nicht möglich. 
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4.7. Einschränkung und Fehler 

„Errare humanum est, sed perserverare diabolicum.“ (Seneca) 

Dieses Unterkapitel beschäftigt sich mit dem wichtigen Thema der Fehleranalyse und der 

Aussagekraft der Ergebnisse im Bezug auf die Implementierung. Auch nach intensivem 

Debugging befinden sich in der Regel im Quellcode eines Programmes noch einige 

ungesehene Fehler. In dieser Arbeit stellt das Debugging eine Herausforderung dar, da der 

Rechenaufwand so groß ist, dass selbst der Computer mehrere Stunden rechnet. Von Hand 

die Berechnungen nachzurechnen, ist nur für sehr kleine Zeitschritte möglich und selbst 

dann erschweren Rundungsfehler die Überprüfung. Aus diesem Grund habe ich in dieser 

Arbeit jede Codezeile und jede Berechnung einzeln überprüft. Dies ist zwar zeitaufwendig, 

hat allerdings den Vorteil, dass Fehler besser erkannt werden können. Ein Nachteil dieser 

Methode ist allerdings, dass die Erkennungsrate dabei sinkt, wenn die Person, die den Code 

geschrieben hat, dieselbe Person ist, die ihn überprüft. Dies war in dieser Arbeit der Fall. Die 

Ergebnisse scheinen allerdings logisch und passend zu sein. 

Ein weiteres Problem des hohen Rechenaufwandes ist, dass eine Einschränkung des 

Zustandsraumes dringend notwendig ist. Es ist allerdings nicht möglich, mit den exakten 

Werten zu vergleichen. Aufgrund dessen war keine Betrachtung mit hoher Systemzeit 

möglich. Die Experimente zum Quality-Tester zeigen allerdings, dass eine höhere Systemzeit 

und damit eine längere Spur für eine stärkere Aussagekraft der Virtuellen Stochastischen 

Sensoren sorgen können. Die Berechnungen müssten daher wesentlich länger sein. Ein 

Vergleich zwischen verschiedenen Sensor-Setups ist bei größeren Unterschieden jedoch 

trotzdem möglich. 

Nicht nur ist der Rechenaufwand groß, auch der Speicheraufwand ist groß. Es muss sowohl 

der Pfad, als auch die Spur zur Berechnung der Beobachtbarkeit Typ-3 gespeichert werden. 

Die aktuelle Simulationssoftware ist generisch programmiert. Jede Stelle des Petri-Netzes 

hat ihren eigenen byte-Wert, auch wenn nur maximal ein Token gespeichert werden kann. 

Auch hat jede Transition sein eigenen „int“-Wert. Es sind also deutliche 

Speicherverbesserungen möglich. Allerdings zeigen die Experimente, dass ein größerer 

Zustandsraum deutlich mehr Rechenaufwand bei nur geringfügig geringerer Genauigkeit mit 

sich bringt. Zudem habe ich bewusst nicht die maximale Größe des Zustandsraumes 

verwendet, um ein evtl. Auslagern des Hauptspeichers zu verhindern. Ein Auslagern bringt 

nicht nur Performanceeinbuße mit sich. Im Laufe dieser Arbeit wurden bereits 3-4 TB an 

Daten auf meine Festplatte geschrieben. Dies liegt höchstwahrscheinlich an dem Auslagern 

des Hauptspeichers. Desweiteren wurden die Berechnungen auf zwei unterschiedlichen 

Rechnern ausgeführt. Einer hatte 16GB Hauptspeicher und der andere 8GB Hauptspeicher. 
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Der verwendete Datentyp zur Berechnung der Beobachtbarkeit ist „double“. Die Double-

Arithmetik ist allerdings nicht exakt. Dadurch kann es bei jeder Addition, Subtraktion, 

Multiplikation oder Division zu Rechenfehlern kommen. Die Wahrscheinlichkeit einer Spur 

ist zum Beispiel die Summe aller Proxel-Wahrscheinlichkeiten mit dieser Spur. Da die 

Wahrscheinlichkeiten stark variieren, kommt es zu einem Rundungsfehler. Dies trifft 

unteranderem auch beim Mergen verschiedener Proxel auf. Werden Proxel mit großer 

Wahrscheinlichkeit zuerst berechnet, so kommt es bei jedem Merge-Vorgang mit kleinen 

Wahrscheinlichkeiten zu einem Rundungsfehler. Bei vielen Merge-Vorgängen können diese 

Rundungsfehler bereits signifikant sein. Zum gegenwärtigen Zeitpunkt ist mir keine 

Untersuchung der Genauigkeit des Proxel-Algorithmus in Bezug auf die double-Arithmetik 

bekannt. 

Neben der Double-Arithmetik stellt auch der Zufall für einen Computer ein Problem dar. 

Gängige Zufallsalgorithmen sind pseudo-zufällig. Die verwendete Zufallsfunktion ist nicht 

wirklich zufällig, sondern hat auf Basis eines zufälligen Initialisierungswertes ausreichende 

statistische Eigenschaften. Der Initialisierungswert basiert dabei auf der Systemzeit. [28] 

Aktuell wird der Zufallsgenerator nur zum Sampeln der Systeme verwendet. Dadurch 

unterliegen die Samples den statistischen Eigenschaften der Pseudo-Zufallsfunktion. In einer 

früheren Version des Quellcodes zu dieser Arbeit wurde der Zufallszahlengenerator zu häufig 

initialisiert, so dass viele ähnliche Zufallszahlen generiert wurden. Auf den meisten 

Windowssystemen produzieren Zufallszahlengeneratoren, die innerhalb von 15ms 

initialisiert werden, identische Zahlenfolgen.[28] In der aktuellen Version wird der 

Zufallszahlengenerator einmal pro Programmdurchlauf initialisiert. 

Eine weitere Fehlerquelle ist die Berechnung von Integralen. Für die Berechnung der 

Normalverteilung ist keine arithmetische Funktion auf Basis der mathematischen 

Standardoperationen bekannt. Zur Berechnung werden Nährungsverfahren verwendet. In 

dieser Arbeit wurde eine Näherung der Normalverteilung auf Basis der Annäherung der 

Fehlerfunktion von Abramowitz und Stegun verwendet. [29, 30] Diese Annäherung liefert 

nicht die exakten Werte, allerdings halte ich den Fehler für vernachlässigbar gering. Im 

sporadischen Test zeigten sich Unterschiede erst in den hinteren Kommastellen eines 

double-Wertes. 

Die Wahl dieser Annäherung erfolgte aufgrund der besseren Performance als die Integration 

der Dichtefunktion auf Basis der Trapez-Methode in Kombination mit einer Look-Up-Tabelle. 

Da die Berechnung der Verteilungsfunktionen für jedes Proxel ausgeführt werden muss, 

macht schon ein kleiner Performancegewinn einen großen Unterschied in der 

Gesamtperformance. 

  



Experimente  Einschränkung und Fehler 

 108 

Die Aussagen zur Performance in dieser Arbeit spiegeln auch nur einen Schätzwert wieder. 

Das verwendete Programm war ein generalisiertes Programm. Auf Kosten der Performance 

ist es einfacher dieses Programm für verschiedene Systeme zu erweitern. Es wurde kein 

gesonderter Aufwand betrieben, um die Performance des Algorithmus bis aufs letzte zu 

steigern. Die verwendeten Hash-Tabellen basieren zum Beispiel auf 

Standardimplementationen. Daher ist höchstwahrscheinlich einiges an 

Performanceverbesserungen möglich. Auch zur Berechnung der aktiven Transitionen wurde 

jede Transition einzeln durchgetestet. Auch hier könnte eine Sinnvolle Look-Up-Tabelle 

einen deutliche Performancesteigerung bringen. 

Desweiteren ist das Programm in Visual C# geschrieben und läuft unter .Net. Visual C# 

besitzt ein Speichermanagement2. Das heißt, das Aussagen über die Performance aufgrund 

des Garbage-Collectors verfälscht werden können. Die Performance des gleichen 

Algorithmus in C++ kann also deutlich höher sein. 

  

                                                      

2
 Es gibt im Managed-Code keine Möglichkeit auf Pointer zuzugreifen. Die Arrayzugriffe werden auf Überlauf 

überprüft. Objekte werden mitunter im Speicher verschoben. Speicherlokalität ist aufgrund der Pointer 
Einschränkung schwer sicherzustellen. 
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4.8. Zusammenfassung 

Am Ende dieses Kapitels würde ich gerne die Ergebnisse dieses Kapitels kurz 

zusammenfassen. 

Die Beobachtbarkeit Typ-1 scheint von geringer Aussagekraft. Allerdings gab es nur ein 

Basismodell mit einer Beobachtbarkeit Typ-1 ungleich 1. Die Untersuchungen lassen darauf 

schließen, dass durch eine größere Beobachtbarkeit Typ-1 die Systeme einfacher zu 

berechnen sind. Dies liegt daran, dass bei einer hohen Beobachtbarkeit Typ-1 entsprechend 

bekannt ist, ob und wann ein Zustandswechsel auftritt. Darüber hinaus sagt der Wert 

allerdings nichts über die Qualität des Virtuellen Stochastischen Sensors aus. Es ist nicht 

notwendig diesen abzuschätzen, da die Berechnung sehr performant ist. 

Die Beobachtbarkeit Typ-2 ist ein Maß dafür, wie sicher der diskrete Zustand zum Zeitpunkt 

  bestimmbar ist. Die Werte der Beobachtbarkeit Typ-2 des Systems „Car-Rental-Service“ 

zeigen eine Korrelation zwischen Beobachtbarkeit und Qualität des Sensors. Bei der 

Evaluation war bei diesem Modell auch der interne Zustand von Interesse. Bei den beiden 

anderen Systemen zeigt sich diese Korrelation nicht. Bei „System 3 – Doppelter Kreislauf“ 

wurde die Distanz der Zustände als Evaluationswert untersucht. Die Beobachtbarkeit Typ-2 

bildet diese Distanz nicht ab. Auch bei dem System „Quality-Tester“ war nicht der Zustand 

zum Zeitpunkt   gesucht. Hier musste die Ausgabe zum richtigen Ereignis zugeordnet 

werden. Es zeigt sich, dass die Beobachtbarkeit Typ-2 ungeeignet ist, wenn der Virtuelle 

Stochastische Sensor nicht den Zustand des Zeitpunktes   versucht zu rekonstruieren. 

Dennoch war auch ein korrektes Ordnen der VSS des Quality-Testers möglich. Zudem ist die 

Berechnung der Beobachtbarkeit sehr aufwendig. Die hier vorgestellte Abschätzung 

unterschätzt die Beobachtbarkeit stark. Allerdings ist es dennoch möglich auf Basis dieser 

Abschätzung verschiedene Virtuelle Stochastische Sensoren zu ordnen. Dazu muss allerdings 

der Virtuelle Stochastische Sensor den Zustand zum Zeitpunkt   rekonstruieren. 

Die Unterschiede zwischen den Ergebnissen der Beobachtbarkeit Typ-3 und der 

Beobachtbarkeit Typ-2 scheinen nicht besonders groß. Dies liegt vermutlich an der Länge der 

Datenreihen und den verwendeten Distanzfunktionen. Die Distanzfunktionen Hamming-

Distanz und Damerau-Levenshtein-Distanz zeigen ebenfalls kaum Unterschiede voneinander. 

Dies liegt vermutlich daran, dass die zwei der drei Basismodelle eine Beobachtbarkeit Typ-1 

von eins haben und der Pfad als Folge von diskreten Zuständen betrachtet wurde. Da der 

Zeitpunkt eines Ereignisses exakt festellbar ist, sind die Längen der einzelnen Prozesse 

bekannt. Ein Verschieben als Operation der Damerau-Levenshtein-Distanz (durch Einfügen 

oder Entfernen) ist daher nicht möglich. Daher ist die häufigste angewandte Operation das 

Ersetzen, was der Operation der Hamming-Distanz entspricht. 
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Ein großes Problem bei den Experimenten war der Rechenaufwand. Die Datenreihen der 

exakten Berechnungen sind sehr kurz. Dadurch ist die Aussagekraft stark eingeschränkt. Die 

Anzahl der Zeitschritte betrug maximal 70. Die Untersuchungen der Spurlänge zeigen des 

„Quality-Testers“ zeigen aber, dass der Virtuelle Stochastische Sensor mit wachsender 

Spurlänge bessere Ergebnisse liefert. Bei 70 Zeitschritten war es nicht möglich die diskreten 

Zustände des Systems mit hoher Sicherheit zu rekonstruieren. Zudem ist der Anfangszustand 

der Systeme bekannt. Bei wenigen Zeitschritten fällt dieser bekannte Anfangszustand stärker 

ins Gewicht. Für aussagekräftige Ergebnisse werden deutlich mehr Zeitschritte benötigt. 

Zudem unterscheiden sich die Basismodelle stark voneinander. Beim „Car-Rental-Service“ 

musste der interne Zustand rekonstruiert werden. Der VSS „Quality-Tester“ musste die 

gesamten Pfad rekonstruieren. Und beim VSS „System 3 – Doppelter Kreislauf“ war der 

Abstand der Zustände gefragt. Das erste System passt gut zur Beobachtbarkeit Typ-2, was 

die Ergebnisse auch zeigten. Das zweite System passt zur Beobachtbarkeit Typ-3, ist aber 

erst bei vielen Zeitschritten genau. Weitere Systeme sind notwendig, um die Aussagekraft 

der Untersuchungen zu erhöhen. 

  



Schlussfolgerungen  Zusammenfassung und Einschränkungen 

 111 

5. Schlussfolgerungen 

Im letzten Kapitel dieser Arbeit fasse ich noch einmal diese Arbeit zusammen. Das schließt 

die Diskussion der Ergebnisse mit ein. Zudem greife ich die Ziele dieser Arbeit auf und 

bespreche kurz welche davon erreicht wurden und welche nicht. Auch die 

Einsatzmöglichkeiten werden in diesem Kapitel kurz erläutert. Zu guter Letzt gebe ich einen 

Ausblick auf weitere Forschungsmöglichkeiten. 

5.1. Zusammenfassung und Einschränkungen 

Bevor ich in diesem Abschnitt die Ergebnisse zusammenfasse werde ich die gesamte Arbeit 

kurz zusammenfassen. 

In Kapitel 2 Theoretischer Hintergrund wurden kurz das notwendige Hintergrundwissen für 

diese Arbeit zusammengefasst. Dazu zählt das Wissen über die Beobachtbarkeit in der 

Regelungstechnik. Zusätzlich wurden kurz die Markov-Kette und das Petri-Netz als 

Modelltypen beschrieben. Ebenso wurden deren Erweiterungen auf partiell-beobachtbare 

Systeme genannt. Die Proxel-Methode zur Lösung von Systemen mit diskretem 

Zustandsraum wurde in größerem Detail erklärt. 

Bei partiell-beobachtbaren Systemen ist der diskrete Systemzustand nicht direkt zu 

beobachten. Über Sensoren sind nur Teile dieses Systemzustandes zu beobachten. Daher 

haben Sensoren auch einen entscheidenden Einfluss auf die Qualität des Virtuellen 

Stochastischen Sensors. Diese Sensoren müssen sinnvoll in einem System platziert werden. 

In dieser Arbeit wurden folgende Parameter für den Mehrwert eines Sensors identifiziert: 

1. Aktivitätsrate 

Befindet sich der Sensor in einem aktiven Abschnitt des Systems so erzeugt er 

häufig Ausgaben. Je Aktiver desto besser 

2. Ausgabequantität 

Durch Sensor mit hoher Granularität sind mehr Systemzustände zu unterscheiden. 

3. Eindeutigkeit der Ausgabe 

Physische Ausgaben lassen sich auf den physischen Sensor zurückführen. Ein 

Sensor kann sich allerdings im System an mehreren logischen Positionen befinden. 

Je Eindeutiger die Ausgaben auf diese logischen Positionen schließen lassen, desto 

größer ist der Mehrwert des Sensors. 
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4. Modeldeterminismus 

Deterministische Prozesse müssen nicht überwacht werden. Es reicht ein Sensor 

am Anfang des Prozesses, sodass bekannt ist, dass dieser Prozess aktiv ist. 

Aufgrund des Determinismus ist dann auch ohne weitere Ausgabe der interne 

Systemzustand bekannt. 

5. Sensordichte 

Sensoren in Bereichen, in denen schon andere Sensoren sich befinden, bringen 

wenig neue Erkenntnisse. Daher sollten weitere Sensoren dort platziert werden, 

wo bisher wenige Sensoren platziert sind. 

Die Untersuchungen zeigen, dass diese Faustregeln nicht immer korrekt sind. So können 

durch einen zusätzlichen Sensor sogar die Qualität des Virtuellen Stochastischen Sensors und 

dessen Beobachtbarkeit sinken. Allerdings lassen sich nach diesen Faustregeln 

Schlüsselpositionen finden, die dann genauer untersucht werden können. 

In dieser Arbeit wurden drei Typen der Beobachtbarkeit definiert. Alle drei Typen sind dabei 

über die Systemzeit definiert. Beobachtbarkeit Typ-1 ist definiert als der Anteil an 

beobachtbaren Ereignissen im Zeitschritt    Es wurde eine Berechnung auf Basis eines 

Hidden-Markov-Models vorgestellt. Dadurch ist die Beobachtbarkeit Typ-1 sehr schnell zu 

berechnen. Allerdings zeigen die Ergebnisse, dass die Beobachtbarkeit Typ-1 nur einen 

geringen Einfluss auf die Qualität des Virtuellen Stochastischen Sensors hat. Nur eines der 

drei Experimente hatte eine Beobachtbarkeit Typ-1 kleiner als 1. 

Die Beobachtbarkeit Typ-2 ist ein Maß wie sicher der interne Zustand des Systems 

bestimmbar ist. Die Experimente zeigen, dass die Beobachtbarkeit Typ-2 mit der Qualität des 

Virtuellen Stochastischen Sensors korreliert, wenn dieser die Aufgabe hat, den Zustand des 

Systems zu bestimmen. Ist nur ein Teil des aktuellen Zustandes gesucht, kann die Formel der 

Beobachtbarkeit dementsprechend leicht angepasst werden. Den aktuellen Zustand zu 

konstruieren ist allerdings nicht die Aufgabe jedes VSS. Beim Experiment „Quality-Tester“ 

muss der gesamte Pfad rekonstruiert werden. Hier zeigt sich, dass die Beobachtbarkeit Typ-2 

nicht passend für derartige Sensoren ist. Dennoch entspricht die Reihenfolge der 

Beobachtbarkeiten Typ-2 der Reihenfolge der Qualitäten der Virtuellen Stochastischen 

Sensoren. 

Ein weiteres Problem der Beobachtbarkeit Typ-2 ist der Rechenaufwand. In den 

Experimenten konnte die Beobachtbarkeit Typ-2 nur bis zu einem Zeitschritt von 30-80 

berechnet werden. In der Realität ist die Laufzeit der Virtuellen Stochastischen Sensoren 

deutlich größer. Nur für das Experiment „Car-Rental-Service“ reichen 30 Zeitschritte 

wahrscheinlich aus. Die Untersuchung zeigt zwar auch nach 30 Zeitschritten eine 

Veränderung der Streuung des Sensors, aber die verschiedenen Varianten bleiben in 

derselben Reihenfolge. Dies gilt auch für das Experiment „Quality-Tester“. Allerdings ist hier 
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die Anzahl der berechneten Zeitschritte mit Sicherheit nicht ausreichend. Die 

Untersuchungen zeigen, dass die Qualität eines Virtuellen Stochastischen Sensors auch mit 

wachsender Laufzeit ansteigen kann. 

Da die Beobachtbarkeit Typ-2 für eine große Anzahl an Zeitschritten nicht berechnet werden 

kann, wurde in dieser Arbeit eine Abschätzung vorgestellt. Die Abschätzung berechnet die 

Beobachtbarkeit Typ-2 unter Betrachtung der Ausgabe des letzten Ausgabesymbols und 

nicht der gesamten Spur. Dadurch wird die Beobachtbarkeit stark unterschätzt. Für das 

System „Car-Rental-Service“ war es möglich die Virtuellen Stochastischen Sensoren anhand 

der Abschätzung korrekt zu ordnen. Die anderen beiden Experimente waren für die 

Beobachtbarkeit Typ-2 nicht geeignet, da die Qualität nicht direkt von der 

Rekonstruierbarkeit des aktuellen Zustandes abhing. Daher ist auch die Abschätzung nicht 

für diese Typen von Virtuellen-Stochastischen-Sensoren geeignet. 

Die Beobachtbarkeit Typ-3 ist über die erwartete Distanz zwischen zwei Pfaden 

verschiedener Proxel mit gleicher Spur definiert. In dieser Arbeit wurden die Damerau-

Levenshtein-Distanz sowie die Hamming-Distanz untersucht. Generell kann jedes 

Distanzmaß benutzt werden. Dadurch ist es möglich auch VSS wie das „System-3“ 

abzubilden, bei dem die Distanz zwischen den Zuständen eine Rolle spielt. Allerdings muss 

ein entsprechender Normierungsfaktor gewählt werden. Der Pfad eines Proxels wurde in 

dieser Arbeit als Folge der diskreten Systemzustände definiert. Es zeigt sich, dass in diesem 

Fall bei einer Beobachtbarkeit Typ-1 kaum ein Unterschied zwischen Hamming-Distanz und 

Damerau-Levenshtein-Distanz existiert. Ebenfalls ähneln die Ergebnisse der Beobachtbarkeit 

Typ-3 den Ergebnissen der Beobachtbarkeit Typ-2. Allerdings schwingt die Beobachtbarkeit 

Typ-3 nicht so stark. 

Die Beobachtbarkeit Typ-3 ist ebenfalls sehr rechenaufwändig. Dieser ist sogar noch größer 

als der Rechenaufwand der Beobachtbarkeit Typ-2. Bei den Experimenten konnten nur 

wenige Zeitschritte berechnet werden. Es existiert bisher auch keine geeignete Abschätzung 

für die Beobachtbarkeit Typ-3. Die Ergebnisse zeigen, dass die Beobachtbarkeit durchaus 

geeignet ist, um verschiedene Variationen eines Virtuellen Stochastischen Sensors zu 

vergleichen, oder Aussagen über deren Qualität zu treffen. Allerdings ist aufgrund des hohen 

Rechenaufwandes dies in der Praxis nicht möglich. 

Auf Basis der Beobachtbarkeiten ist es möglich verschiedene Virtuelle Stochastische 

Sensoren zu vergleichen. In dieser Arbeit wurde zudem verschiedene Möglichkeiten 

untersucht einen Mehrwert aus den Beobachtbarkeiten zu berechnen. Da es auch möglich 

ist, die Beobachtbarkeiten direkt zu vergleichen, ist meiner Meinung nach eine Berechnung 

des Mehrwertes nicht nötig. 

 



Schlussfolgerungen  Zusammenfassung und Einschränkungen 

 114 

Es wurden zur Bewertung der Definitionen und Berechenbarkeit der Beobachtbarkeit drei 

verschiedene Grundsysteme mit insgesamt 10 verschiedenen Variationen verwendet. Die 

Anzahl ist relativ gering. Insbesondere für die Beobachtbarkeit Typ-1 existiert nur ein 

Grundsystem mit einer Beobachtbarkeit ungleich 1. 

 

Momentan ist die Beobachtbarkeit noch nicht praktisch anwendbar. Für VSS die den 

aktuellen Zustand rekonstruieren sollen, ist es allerdings möglich auf Basis der Abschätzung 

der Beobachtbarkeit Typ-2 verschiedene Sensorkonfigurationen zu vergleichen. 
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5.2. Aufgreifen der Ziele 

In diesem Abschnitt werde ich kurz die Ziele dieser Arbeit nennen und erläutern, ob diese 

erreicht wurden. 

Was ist die Beobachtbarkeit? 

Das erste Ziel war es, die Beobachtbarkeit für Virtuelle Stochastische Sensoren zu definieren. 

Dieses Ziel wurde in den entsprechenden Kapiteln unter „3.2 Beobachtbarkeit“ realisiert. Die 

Beobachtbarkeit wurde auf drei verschiedene Weisen definiert. 

Wie ist die Qualität dieser Definition? Ist die Beobachtbarkeit praktisch berechenbar? 

Das zweite Ziel war die Qualität der Beobachtbarkeiten zu bestimmen. Dies wurde in den 

entsprechenden Kapiteln zu den Experimenten nur teilweise realisiert. Es werden mehr 

Experimente benötigt, um zu aussagekräftigen Ergebnissen zu gelangen. Der 

Rechenaufwand ist sehr groß. Die Beobachtbarkeit ist nicht praktisch berechenbar. 

Falls eine Berechnung der Beobachtbarkeit zu aufwändig ist, kann diese Abgeschätzt 

werden? 

Beobachtbarkeit Typ-1 muss nicht abgeschätzt werden. Für die Beobachtbarkeit Typ-2 

wurde eine Abschätzung vorgestellt. Allerdings existiert zum jetzigen Zeitpunkt noch keine 

Abschätzung der Beobachtbarkeit Typ-3. Dieses Ziel wurde also auch nur teilweise realisiert. 

Wie gut funktionieren diese Abschätzungen in Bezug auf Berechenbarkeit und 

Genauigkeit? 

Die Abschätzung unterschätzt die Beobachtbarkeit sehr stark. Dennoch ist es möglich nach 

der Abschätzung verschiedene Virtuelle Stochastische Sensoren zu ordnen. Wie sicher diese 

Reihenfolge ist, ist allerdings Sensorabhängig. 

Was ist der Mehrwert eines Sensors oder Sensorsetups? 

Diese Frage wurde im Kapitel „3.3 Mehrwert“ aufgegriffen und beantwortet. Allerdings 

scheint die Berechnung des Mehrwertes nicht notwendig, da die Beobachtbarkeiten direkt 

verglichen werden können. 

Gibt es einen Zusammenhang zwischen Berechenbarkeit der Systeme und der 

Beobachtbarkeit? 

Diese Frage wurde nicht beantwortet. Die Modelle mit höherer Beobachtbarkeit waren 

leichter zu berechnen. Allerdings variieren die Ergebnisse stark voneinander. Die 

Berechnungen wurden auch mit unterschiedlichen Parametern durchgeführt, sodass ein 

Vergleich teilweise gar nicht möglich ist. 

 

Ein großer Teil der Ziele wurden erreicht. Diese Arbeit stellt eine Einführung in die 

Beobachtbarkeit für Virtuelle Stochastische Sensoren dar. Ich bin mit dem Ergebnis allem in 

allem zufrieden. 
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5.3. Einsatzmöglichkeiten und Nutzen 

Durch die Beobachtbarkeit ist es möglich bereits im Vorfeld abzuschätzen, in wie weit ein 

Virtueller Stochastischer Sensor zur Beschreibung eines Systems verwendbar ist. Auch die 

Verbesserung der Qualität der Ergebnisse eines Virtuellen Sensors durch die Anpassung der 

Beobachtbarkeit wird ermöglicht. Allerdings ist der Rechenaufwand der Algorithmen 

momentan noch so groß, dass eine praktische Anwendung nicht möglich ist. Die vorgestellte 

Methode der Abschätzung für die Beobachtbarkeit Typ-2 unterschätzt diese sehr stark. Sie 

ist nur für Virtuelle Stochastische Sensoren anwendbar, die die Zustandsrekonstruktion zum 

Zeitpunkt   als Aufgabe haben. 

Virtuelle Stochastische Sensoren liefern nur dann adäquate Ergebnisse, wenn sowohl das 

Modell hinreichend genau ist, als auch die Beobachtbarkeit des Virtuellen Stochastischen 

Sensors ausreichend hoch ist. Mit der Definition und Berechnung der Beobachtbarkeit ist es 

nun möglich festzustellen, ob der Virtuelle Stochastische Sensor die letzte Bedingung erfüllt. 

In wissenschaftlicher Hinsicht legt diese Arbeit den Grundstein für weitere Betrachtungen 

und Verbesserungen von Virtuellen Stochastischen Sensoren. Die Beobachtbarkeit wurde 

erstmals für Virtuelle Stochastische Sensoren definiert. Diese Arbeit zeigt, dass es noch viele 

mögliche Forschungsfragen in Hinblick auf die Beobachtbarkeit zu beantworten gibt. 
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5.4. Ausblick 

Ein großes Problem bei der Berechnung der Beobachtbarkeit ist die Performance. Die 

vorgestellten Berechnungsmethoden sind nicht praktisch anwendbar. Dies gilt auch für die 

Abschätzmethoden. Abschätzmethoden mit besserer Qualität könnten dieses Problem lösen 

und die Praktikabilität dadurch deutlich steigern. 

Die Berechenbarkeit eines Virtuellen Stochastischen Sensors in Beziehung zur 

Beobachtbarkeit war ein Ziel dieser Arbeit. Vorläufige Tests zeigen, dass durch eine höhere 

Beobachtbarkeit die Berechenbarkeit verbessert wird, da der mögliche Zustandsraum 

verkleinert wird. Zudem wurde bereits ein Unterschied zwischen den Beobachtbarkeiten in 

Abhängigkeit der Zeitschrittlänge festgestellt. Auch dies bedarf weiterer Untersuchungen. 

Eine getroffene Einschränkung in Rahmen der Arbeit war, dass der Startzustand bekannt ist. 

Diese Einschränkung trifft aber nicht auf alle Systeme zu. Auch hier sind weitere 

Untersuchungen notwendig. 

Für die Beobachtbarkeit Typ-3 existiert bisher keine vernünftige Abschätzung. In der Arbeit 

wurde bereits die Möglichkeit einer erwartungstreuen Abschätzung auf Basis der zufälligen 

Auswahl der zu betrachtenden Spuren erwähnt. Diese Methode könnte die Qualität der 

Abschätzung der Beobachtbarkeit steigern. Die Untersuchung der Qualität der Ergebnisse 

des Virtuellen Stochastischen Sensors mit unterschiedlicher Spurlänge zeigen, dass mit 

längerer Spur die Aussagekraft zunimmt. Bisher ist aufgrund der aufwendigen Berechnung 

eine Untersuchung, ob die Beobachtbarkeit mit größerer Spurlänge ebenfalls zunimmt, nicht 

möglich. 

In dieser Arbeit wurden zudem bisher nur die Hamming-Distanz und die Damerau-

Levenshtein-Distanz untersucht. Auch hier ist noch viel Forschungspotential gegeben. Grade 

die Performance der Beobachtbarkeit Typ-3 hängt stark von den verwendeten Distanzmaßen 

ab. Sowohl die Hamming-Distanz als auch die Damerau-Levenshtein-Distanz bewerten jeden 

Teil des Strings mit gleicher Wichtigkeit. Unterschiede im Pfad die viele Zeitschritte 

zurückliegen haben den gleichen Einfluss wie Unterschiede der jüngsten Vergangenheit. 

Die Distanzberechnung für die Beobachtbarkeit Typ-3 wurde bereits auf mehreren Kernen 

ausgelagert, um die Rechenzeit zu verkürzen. Möglicherweise ist eine Auslagerung der 

Berechnung auf die GPU möglich. Wegen der hohen Parallelität der GPU könnte auch so eine 

deutliche Perfomance-Steigerung erreicht werden. 

Desweiteren sind die Pfade der Beobachtbarkeit Typ-3 eine Liste der Zustände des 

zugrundeliegenden Models. Ist der Übergang zwischen den Modellen eindeutig, so kann aus 

dem Zustandswechsel auf die aktivierte Transition geschlossen werden. Ist dies (z.B. wie 

beim ursprünglichen Modell des Quality-Testers) nicht der Fall, so muss das Model 
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umgestaltet werden. Die Beschreibung des Pfades als Liste der aktivierten Transitionen 

könnte dies umgehen. Desweiteren verändert sich so auch die Distanzen zwischen den 

Pfaden. Der Unterschied zwischen Hamming-Distanz und Damerau-Levenshtein-Distanz 

müsste dadurch ebenfalls zunehmen. Die Beobachtbarkeit bezieht sich bisher nur auf den 

internen Zustand des Systems. Durch eine derartige Anpassung, wäre auch eine Betrachtung 

der Ereignisse möglich. So kann zum Beispiel ebenfalls von Interesse sein, ob es möglich ist 

ein eintretendes Ereignis dem richtigen Prozess zuzuordnen, wie es beim Quality-Tester die 

Aufgabe ist. Auch eine Distanzfunktion, die Ersetzen stärker bewertet, als Vertauschen ist zu 

untersuchen. 

Das Verfahren der Abschätzung der Beobachtbarkeit Typ-2 auf Basis der Expanded-Hidden-

Markov-Models ermöglicht ebenfalls weitere Untersuchungen. In der aktuellen Proxel-

Methode ist ein Mergen über die einzelnen Ebenen des Proxel-Graphs nicht möglich, da die 

Systemzeit die Position in der Spur codiert. Durch die Umwandlung in ein Expanded-Hidden-

Markov-Model könnten diese redundanten Berechnungen eingespart werden. So würde die 

Rechenzeit von Virtuellen Stochastischen Sensoren deutlich verringert werden. Dies könnte 

durchaus eine deutliche Verbesserung für Virtuelle Stochastische Sensoren mit 

wiederkehrenden Zuständen sein. 
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6. Anhang 

6.1. Weitere Diagramme 

 

Diagramm 43 – Beobachtbarkeit Typ-2 durch Expanded Hidden Markov Model und die tatsächlichen Werte 
der Beobachtbarkeit des Systems „Car-Rental-Service Version-2“ 

 

 

Diagramm 44 - Exakt berechnete Beobachtbarkeit Typ-1 und abgeschätzte Beobachtbarkeit Typ-2 durch 
Expanded-Hidden-Markov-Model 

Parameter: Delta=5; Pruning-Value=1e-100 
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Diagramm 45 - Mehrwert der verschiedenen Sensorsetups des Systems "Car-Rental-Service" 
im Bezug auf das Grundmodell 

Der maximal mögliche Wert ist 1. Es zeigt sich, dass Version 3 ähnlich wie Version 1 ist. Version 2 zeigt eine 
kleine Verbesserung und Version 4 zeigt eine noch größere Verbesserung, Version 4 entspricht der 

bestmöglichen Sensorkonfiguration 

 

Diagramm 46 – Mehrwert „Differenz“ für die Beobachtbarkeit Typ-2, abgsch. durch ein EHMM 
der Systeme „Car-Rental-Service“ 
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Diagramm 47 – Mehrwert „Quotient“ für Beobachtbarkeit Typ-2 abgsch. durch HMM der Systeme „Car-
Rental-Service“ 

 

 

Diagramm 48 – Mehrwert (Differenz) der verschiedenen Sensorsetups des System „Car-Rental-Service“ 
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Diagramm 49 – Mehrwert „Quotient“ der Beobachtbarkeit Typ-2 der Systeme „Car-Rental-Service“ 

 

Diagramm 50 – Mittelwert und Sicherheit für Maschine 1 defekt des VSS Quality-Tester „Varianz“ 
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Diagramm 51 - Mittelwert und Sicherheit für Maschine 1 defekt des VSS Quality-Tester „Erwartungswert 

 

 

Diagramm 52 – Untersuchung der Distanz zwischen den Proxel mit gleicher Spur, 
mit relativer Häufigkeit und Gesamtwahrscheinlichkeit 

Distanzmaß: Hamming-Distanz 
Zeitschritt: 16 

„Car-Rental-Service Version-3“ mit einem Delta von 10M 
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