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Abstract

deutsch:

Der Proxelalgorithmus wurde zur Analyse von stochastischen Systemen mit diskreten
Zuständen an der Otto-von-Guericke-Universität Magdeburg entwickelt. Diese Methode
ermöglicht zum Beispiel die Analyse von Augmented-Stochastic-Petri-Netzen (ASPNs), die
nur teilweise beobachtbar sind. Ein großes Problem dieses Algorithmus ist es, dass er bei
größeren Modellen schnell zu einer state space explosion führt. Aus diesem Grund werden in
dieser Arbeit drei verschiedene Datentypen: ein balancierter Suchbaum, eine Priorityqueue
und das Hashverfahren auf ihre Performance in den verscheidenen Anwendungsfällen
geprüft. Getestet wurde die Performance anhand von sieben mehrteiligen Experimenten.
Zudem wurde eine spezifische Analyse für die beiden in dieser Arbeit zugrundeliegenden
ASPNs durchgeführt. Dabei handelt es sich um ein einfacheres und ein komplexeres Modell.
Aufgrund der durchgeführten Experimente stellte sich heraus, dass die Queue durch ihren
Vorteil der Speichernähe bis zum 18. Proxel am besten abschneidet. Anschließend zeugt
das Hashverfahren von der besten Performance, da die Queue und der Suchbaum über
keine konstante Suche verfügen. Abschließen wurde durch die Analyse und den bereits
durchgeführten Experimenten eine neue Datenstruktur, die Move-To-Front-List, getestet,
da beim einfacheren Modell nur wenige Proxel sehr häufig gemergt werden. Anhand dieser
Ergebnisse, wurde eine allgemeine Empfehlung und eine konkrete Empfehlung für die in
der Arbeit benutzten Modelle ausgesprochen.

englisch:

The Proxel algorithm was developed at Otto-von-Guericke University Magdeburg for
analyzing stochastic systems with discrete states. This method allows for example the
analysis of partially observable Augmented Stochastic Petri Nets (ASPNs). One major
issue with this algorithm is that it quickly leads to a state space explosion in larger models.
Therefore, this study examines the performance of three different data types: a balanced
search tree, a priority queue, and the hash method, in various application scenarios. The
performance was tested through seven multipart experiments. Additionally, a specific
analysis was conducted for the two underlying ASPNs in this study, one simpler and one
more complex. Based on the experiments, it was found that the queue performs best
up to the 18th Proxel due to its advantage of proximity storage. Subsequently, the hash
method demonstrates the best performance as the queue and search tree do not have a
constant search capability. Finally, a new data structure called the Move-To-Front-List
was tested, as the simpler model frequently merges only a few Proxels. Based on these
results, a general recommendation and a specific recommendation for the models used in
this study were provided.
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1 Einführung

1.1 Motivation

Simulationen gewinnen in der heutigen Zeit aufgrund der fortlaufenden Digitalisierung
zunehmend an Bedeutung. Sie spielen eine entscheidende Rolle beim Design und der Analyse
immer komplexer werdender Systeme und werden in einer Vielzahl von Anwendungsgebieten
eingesetzt. Von Verkehrssimulationen über Wettersimulationen bis hin zu biologischen und
chemischen Abläufen erstreckt sich ihr Einsatz in nahezu alle Themenfelder.
Auch in der Stochastik finden Simulationen Anwendung, da die Berechnungen aufgrund
ihrer steigenden Komplexität kaum noch manuell durchführbar sind. Hierbei werden
Experimente oder Trainings an einem Modell durchgeführt, um Erkenntnisse über das
reale System zu gewinnen.

Traditionell konzentrieren sich Simulationen stochastischer Systeme auf direkte Fragestel-
lungen, sogenannte Vorwärtsprobleme. Dabei liegt der Fokus auf der Untersuchung der
Effekte unterschiedlicher Systemkonfigurationen und Modifikationen auf die Systemleis-
tung.
Inversen Probleme setzen sich vielmehr zum Ziel, die Ursache für eine spezifische Menge
von Beobachtungen zu ergründen oder zu berechnen. Dabei beschränken sie sich auf
gegebene Beobachtungen durch beispielsweise Sensoren und die Modellstruktur. Ihr Ziel ist
es, anhand dieser Beobachtungen auf das nicht oder nur teilweise beobachtbare Systemver-
halten zu schließen. Diese Art von Problemen gestaltet sich oft erheblich anspruchsvoller
in der Lösung im Vergleich zu ihren vorwärts gerichteten Äquivalenten und kann mitunter
sogar gänzlich unlösbar sein.

Bisher war die Betrachtung dieser Art von Problemen in der stochastischen Modellierung
nicht von großer Interesse. Dennoch könnten sie dazu beitragen, einige äußerst interessante
Fragen zu klären. Als Beispiel wird eine Firma, die Konserven produziert, herangezogen.
Dabei wird lediglich der Output der Produktionslinie von einem Prüfgerät überwacht.
Angesichts einer großen Anzahl fehlerhafter Dosen soll anhand der Ankunftszeiten und
Prüfergebnisse festgestellt werden, ob das Problem auf einen zuvor durchgeführten Pro-
duktionsschritt zurückzuführen ist oder ob möglicherweise die Qualität der Materialien
abgenommen hat.

Das Gesamtprojekt ist in der Habilitationsschrift von Frau Dr. Claudia Krull ausführlich be-
schrieben. Ein zentraler Fokus dieser Arbeit liegt auf dem modifizierten Proxel-Algorithmus,
dessen ursprüngliche Version 2002 von Herrn Prof. Dr. Graham Horten in einer seiner
Publikationen vorgestellt wurde. Der Algorithmus nimmt als Eingabe ein Hidden non-
Markovian Model, die durch Sensoren beobachtete Sequenz von Ausgabesymbolen mit
den entsprechenden Zeitstempeln und eine diskrete Simulationsschrittgröße. Basierend
auf diesen Daten liefert der Algorithmus den wahrscheinlichsten Pfad, der durchlaufen
wurde.
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1.2 Ziel der Arbeit 1 Einführung

1.2 Ziel der Arbeit

Ein bedeutendes Problem des zuvor erwähnten Algorithmus besteht darin, dass er bei
größeren Modellen schnell zu einer state space explosion führt, weshalb er gegenwärtig
vorwiegend für kleinere Modelle geeignet ist. In der heutigen Zeit greift man vermehrt auf
neuronale Netze zurück, um diverse Probleme zu lösen.
Der Proxel-Algorithmus zeichnet sich jedoch durch seine Effizienz aus, da er im Vergleich
zu KI-Algorithmen wie die zuvor erwähnten neuronalen Netzen wesentlich weniger Daten
benötigt. Mit zunehmender Länge der Sequenz von Ausgabesymbolen oder steigender
Komplexität (zum Beispiel bei größeren Modellen) steigt jedoch die Anzahl der Proxel pro
Zeitschritt, die berechnet und gespeichert werden müssen, kontinuierlich an. Dies führt
zwangsläufig zu längeren Laufzeiten. Um diese Laufzeiten zu optimieren und zukünftig
auch längere Eingabesequenzen in kürzerer Zeit berechnen zu können, soll analysiert
werden, ob die Auswahl einer bestimmten Datenstruktur dazu beitragen kann, die Laufzeit
zu verkürzen.

Im Zuge dessen soll unter anderem die Frage geklärt werden, ob es eine Datenstruktur zur
Speicherung der Proxel eines Zeitschritts gibt, die in sämtlichen Anwendungsbereichen
besser abschneidet als andere. Obwohl es wahrscheinlicher ist, dass jede Datenstruktur
je nach Anwendungsfall Vor- und Nachteile aufweist, ist es wichtig, dies zu überprüfen.
Zum Beispiel könnte eine Hashtabelle bei der Suche eines bestimmten Proxels schneller
sein, während eine Priorityqueue möglicherweise besser geeignet ist, um eine Sequenz
von Proxeln zu sortieren. Im Zusammenhang damit soll außerdem geprüft werden, ob
die Anpassung bestimmter Parameter Einfluss auf die Leistungsfähigkeit der einzelnen
Datenstrukturen hat.

Die zu vergleichenden Datenstrukturen umfassen einen Suchbaum, eine Hashtabelle und
eine Priorityqueue. Einer der zu variierenden Parameter ist die Anzahl der Proxel pro
Zeitschritt, die gleichzeitig in einer der entsprechenden Datenstrukturen gespeichert werden
müssen. Des Weiteren soll der Einfluss der Komplexität des Modells und des Merging-
Prozesses überprüft werden.

Es ist zu analysieren, ob und warum bestimmte Prozesse in Bezug auf die Leistungsfä-
higkeit bei bestimmten Datenstrukturen besser abschneiden als bei anderen. Die Güte
der Performance wird dabei anhand von der Laufzeit des Programms bewertet. Hierbei
werden automatisch Themen wie die Speicherverwaltung abgedeckt. Eine verringerte
Laufzeit bei konstanter Genauigkeit lassen Rückschlüsse auf eine bessere Performance
zu.
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1.3 Struktur der Arbeit

In diesem Abschnitt erfolgt eine Zusammenfassung der einzelnen Kapitel sowie die Heraus-
arbeitung des roten Fadens der Arbeit.

Im diesem Kapitel wurde eine thematische Einführung in das Gebiet der stochastischen
Simulationen gegeben. Hierbei wurden die Zielsetzung der Arbeit sowie die Struktur der
weiteren Ausführungen erläutert.

Im darauf folgenden Kapitel werden grundlegende Kenntnisse präsentiert, die für das
Verständnis der weiteren Arbeit von Bedeutung sind. Dies schließt die Betrachtung sto-
chastischer Petrinetze und ihrer Erweiterungen wie Augmented Stochastic Petri Nets ein.
Besonderes Augenmerk liegt auf der detaillierten Analyse des Proxel-Algorithmus von
Prof. Dr. Horton, da dieser eine zentrale Rolle in der Arbeit einnimmt. Abschließend
werden die zu testenden Datenstrukturen sowie die Methode der Benchmarktests näher
erläutert.

In Kapitel 3 erfolgt zunächst eine detaillierte Betrachtung von Implementierungsdetails
des Codes. Anschließend werden die beiden Modelle vorgestellt, die für die Experimente
in Kapitel 4 verwendet werden. Auf Basis dieser Modelle wird daraufhin eine detaillierte
Modellanalyse durchgeführt. Die daraus gewonnenen Erkenntnisse sind entscheidend für die
im darauf folgenden Kapitel durchgeführten Experimente.

In Kapitel 4 wird, wie bereits erwähnt, näher auf die sieben durchgeführten Experi-
mente eingegangen. Anschließend erfolgt die Zusammenfassung und Auswertung der
Ergebnisse. Abschließend wird eine Fehleranalyse durchgeführt, um mögliche Fehlerquel-
len zu identifizieren und ein Urteil über die Aussagekraft der Ergebnisse zu ermöglich-
en.

Im abschließenden Kapitel erfolgt eine Zusammenfassung der gesamten Arbeit. Dabei
werden im Folgenden die zu Beginn definierten Ziele erneut aufgegriffen und ein Resümee
gezogen, ob diese erreicht wurden. Im anschließenden Ausblick werden potenzielle zu-
künftige Forschungsprojekte, die sich aus den Erkenntnissen dieser Arbeit ableiten lassen,
aufgezeigt.

Nachdem in diesem kurzen Kapitel eine thematische Einführung gegeben wurde, vermittelt
das darauf folgende Kapitel die theoretischen Grundlagen, die für das Verständnis der
weiteren Arbeit maßgeblich sind.
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2 Theoretischer Hintergrund

In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen behandelt, die für die anschlie-
ßende Arbeit von Bedeutung sind. Zunächst wird sich mit stochastischen Petrinetzen
(SPNs) befasst, die als Grundlage für die darauf aufbauenden Augmented Stochastic Petri
Nets (ASPNs) dienen. Anschließend werden Hidden Markov Models (HMMs) und Hidden
non-Markov Models (HnMMs) kurz erläutert. Nach einer eingehenden Betrachtung des
Proxelalgorithmus für Petrinetze wird sich mit der Anpassung dieses Algorithmus an
ASPNs beschäftigt, da ASPNs später in den Experimenten Verwendung finden. Abschlie-
ßend werden die drei zu testenden Datenstrukturen – Baumstruktur, Hashverfahren und
Priority Queue – genauer betrachtet und es wird ein kurzer Einblick in die Methode des
Benchmarkings gegeben.

2.1 Stochastische Petrinetze

Petrinetze wurden bereits in den 1960er Jahren ausgehend von endlichen Automaten vom
Informatiker Carl Adam Petri entwickelt und haben seither in der Informatik Anwendung
gefunden. Sie bieten die Möglichkeit, Algorithmen und Systeme zu spezifizieren sowie
einzelne Eigenschaften wie nebenläufige Algorithmen (z. B. die Abwesenheit von Deadlocks)
zu überprüfen.

Petrinetze bestehen aus aktiven und passiven Komponenten. Zu den passiven Komponenten
gehören die Stellen, die die Zustände des Systems repräsentieren. Die Anzahl der Objekte
in einer Stelle wird durch die Anzahl der Marken in dieser Stelle dargestellt. Jede Marke
steht dabei für genau ein Objekt und wird üblicherweise durch einen schwarzen Punkt
symbolisiert. Zu den aktiven Komponenten zählen die Transitionen eines Petrinetzes, die
eine Aktion im System repräsentieren. Durch Pfeile werden aktive und passive Komponen-
ten miteinander verbunden, wobei die Pfeile das Verbrauchen oder Erzeugen von Marken
durch eine Transition anzeigen.[Krü11]

Abbildung 2.1: Schalten einer Transition[Fre02]
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2.1 Stochastische Petrinetze 2 Theoretischer Hintergrund

Petrinetze werden somit durch folgendes 5-Tupel dargestellt[Krü11]:

PN = {P, T, F, W, M0}

P - Menge der Stellen {s0, ..., sn : n ∈ N0}; n = Anzahl an Stellen
T - Menge der Transitionen {t0, ..., tm : m ∈ N0}; m = Anzahl an Transitionen
F - Menge der Pfeile F ⊆ P × T ∪ T × P
W - Anzahl der Marken für jeden Pfeil W : F → N
M0 - Anfangsmarkierung M0 : P → N

Viele Petrinetze sind jedoch unvollständig spezifiziert, da die Zeit in ihnen nicht berücksich-
tigt wird. In der Praxis erfolgt die Aktivierung einer Transition nicht unmittelbar mit dem
Schalten. Es kann eine gewisse Zeitspanne vergehen, bevor die Transition ausgelöst wird und
die Aktion vollständig abgeschlossen ist[Krü11]. Die Leistungs- und Zuverlässigkeitsbewer-
tung ist zentraler Bestandteil der Untersuchungen für Anwendungsklassen wie Fertigungs-
und Kommunikationssysteme. Bei den meisten Systemen lässt sich zudem eine stochastische
Spezifikation der Dynamik feststellen. Daher unterliegt der Ausfall einer Maschine oder der
Zugriff auf eine Internetseite keiner festen Zeit, sondern vielmehr einer bestimmten Wahr-
scheinlichkeit. Um solche Prozesse im Petrinetz abbilden zu können, wurden stochastische
Petrinetze entwickelt, die Zufallsverteilungen als Transitionsfunktionen verwenden. Hierbei
wird jeder Transition eine Schaltzeit zugeordnet[Fre02].

Stochastische Petrinetze, kurz SPNs, wurden Anfang der 80er Jahre eingeführt und sind
ein weit verbreitetes Mittel, um nebenläufige Prozesse zu analysieren. Sie bieten ein leicht
nachvollziehbares und übersichtliches graphisches Modell, in dem Fehler in der Modellierung
schnell erkannt werden können. Zudem verfügen sie über stabile mathematische Grundlagen
für anschließende Berechnungen [Krü11].

Im Gegensatz zu normalen Petrinetzen existieren bei stochastischen Petrinetzen Transitio-
nen, die nicht sofort schalten müssen, wenn sie aktiviert sind. Es kann eine gewisse Zeit
verstreichen, bevor die Aktion abgeschlossen ist. Die Art des Zeitfortschritts wird hier in
folgende Kategorien unterteilt [Sul06]:

1. deterministisch: Diese Kategorie bezieht sich auf konstante positive Schaltdauern,
die die Zeit zwischen Aktivierung und Feuerung einer Transition angeben.

2. deterministische Zeitintervalle: Hier wird einer Transition ein Zeitintervall [a, b]
zugeordnet. Dabei muss die Zeit zwischen Aktivierung und Feuerung mindestens a
und maximal b betragen.

3. stochastisch: In dieser Gruppe handelt es sich um zufällige Schaltzeiten, die einer
Transition zugeordnet sind. Hierbei wird jeder Transition eine kontinuierliche Zu-
fallsvariable zugewiesen, die die Zeit zwischen Aktivierung und Feuerung bei jeder
Aktivierung erneut bestimmt.

Bei stochastischen Petrinetzen erfolgt eine zusätzliche Unterscheidung der Netze. In einigen
Netzen sichern sich aktivierte Transition sofort die Marken, während in anderen ange-
nommen wird, dass die Marken erst beim Feuern einer Transition verbraucht werden. Die
erstgenannte Netzart wird als "presave"bezeichnet, während die zweite als "race"bekannt ist
[Krü11]. In dieser Arbeit wird die race-Modellierung verwendet.
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2 Theoretischer Hintergrund 2.1 Stochastische Petrinetze

Der Aufbau eines stochastischen Petrinetzes ähnelt stark dem normalen Petrinetz. Jeder
Transition wird eine exponentiell verteilte Schaltdauer di zugeordnet. Die Schaltrate
Lambda, auch als Feuerrate bezeichnet, ist lediglich der Kehrwert der Schaltdauer. Das
5-Tupel der normalen Petrinetze wird somit lediglich um die Feuerrate Lambda erweitert,
wodurch das folgende 6-Tupel entsteht:

SPN = {P, T, F, W, M0, Λ}

Λ = {λi, ..., λn} steht für die Menge der Feuerraten der einzelnen Transitionen, wobei die
Größe dieser Menge der Anzahl der Transitionen entspricht. Dabei repräsentiert λi den Mit-
telwert der exponentiell verteilten Schaltrate, die der Transition ti zugeordnet ist. Die tat-
sächlich erforderliche Zeit bis zum Schalten der jeweiligen Transition wird zufällig durch die
entsprechende Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion bestimmt[Krü11].

Bei der analytischen Modellierung ist die Exponentialverteilung die einfachste und zugleich
am einfachsten anwendbare Verteilung, da sie als einzige kontinuierliche Verteilung die
Markov-Eigenschaft der Gedächtnislosigkeit besitzt. Im Fall einer race-Implementierung
verläuft der Schaltvorgang eines stochastischen Petrinetzes (SPN) mit mehreren gleichzeitig
aktivierten Transitionen wie folgt: Die konkurrierenden Transitionen nehmen an einem
Wettlauf teil, bei dem die siegreiche Transition feuert. Die entsprechende Zeitdauer ergibt
sich aus dem Kehrwert der entsprechenden zufallsverteilten Feuerraten. Die Schaltwahr-
scheinlichkeit pi für die einzelnen Transitionen lässt sich im vorliegenden SPN mit folgender
Formel berechnen:

pi = λi/(λ1 + λ2)

Abbildung 2.2: Beispiel für ein SPN[Sul06]

15
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2.2 Weitere zeitabhängige stochastische Modelle

Im folgenden Abschnitt werden das Hidden Markov Model (HMM), das Hidden non
Markov Model (HnMM) und das Augmented Stochastic Petrinetz (ASPN) betrachtet.
Dabei kann das ASPN als Erweiterung von stochastischen Petrinetzen angesehen werden.
Der Schwerpunkt liegt in diesem Abschnitt auf den ASPNs, da diese als Modelltyp im
dritten Kapitel verwendet werden.

2.2.1 Hidden Markov Model

Ein Hidden Markov Model, kurz HMM, ist ein Markov-Modell mit nicht beobachtbaren Zu-
ständen, welches die Markov-Eigenschaften erfüllt. Ein Markov-Modell wird verwendet, um
Systemzustandsänderungen während einer bestimmten Zeit zu modellieren, wobei diese Än-
derungen zufällig mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit eintreten. Somit kann ein HMM
als ein stochastischer Prozess betrachtet werden, der nicht direkt beobachtet werden kann
und nur durch einen anderen Satz von stochastischen Prozessen sichtbar gemacht werden
kann, die die Abfolge beobachtbarer Symbole erzeugen.

Um dies zu verdeutlichen, dient das folgende Beispiel: Stellen Sie sich vor, Sie sitzen mit einer
Ihnen unbekannten Person in einem Raum. Zwischen Ihnen ist eine Barriere aufgebaut, und
die Person würfelt auf der für Sie nicht sichtbaren Seite mehrmals. Die Person hat dabei drei
Würfel zur Auswahl: einen regulären Würfel mit den Zahlen von eins bis sechs, einen mit
den Zahlen von eins bis drei und einen mit den Zahlen eins und zwei. Die Person teilt Ihnen
jedoch nicht mit, welchen Würfel sie benutzt. Sie gibt lediglich die Ergebnisse jedes Wurfes
bekannt. Sie beobachten somit nur die Ergebnisse oi der einzelnen Würfelversuche. Wenn
die Person beispielsweise eine sechs würfelt, können Sie sicher sagen, dass der erste Würfel
benutzt wurde. Wird jedoch eine zwei als Ergebnis verkündet, können Sie keine Aussage
mit 100 %iger Sicherheit darüber treffen, welcher Würfel benutzt wurde. Im vorliegenden
Beispiel wäre der dritte Würfel am wahrscheinlichsten, da die Wahrscheinlichkeit, eine
zwei zu würfeln, dort bei 50 % liegt. [EM02, RJ86]

HMMs werden seit mehreren Jahrzehnten in der Muster- und Spracherkennung eingesetzt.
Der nicht beobachtbare stochastische Prozess eines HMMs ist eine zeitdiskrete Markov-
Kette (DTMC). Der bereits erwähnte zweite stochastische Prozess, der die beobachtbaren
Symbole erzeugt, hängt immer vom aktuellen Zustand des zugrunde liegenden DTMCs ab.
Ein HMM wird formal als ein 5-Tupel dargestellt. [Kru21]

HMM = (Λ, B, Π, S, V)

Λ - einstufige Übergangsmatrix
B - enthält Ausgabewahrscheinlichkeiten
Π - Wahrscheinlichkeitsvektor Π des DTMC
S - Menge der diskreten Zustände
V - Menge der diskreten Ausgabesymbole
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2.2.2 Hidden non Markov Model

Die Markov-Eigenschaft memoryless bedeutet, dass ein zukünftiger Zustand ausschließlich
vom aktuellen Zustand abhängt. Diese Eigenschaft gilt jedoch nicht für HnMMs. Hier steht
im Gegensatz zu den HMMs nicht der Zustand, sondern die Transition im Mittelpunkt.
Somit führt nicht mehr der Zustand zur Erzeugung eines Ausgabesymbols, sondern ein
Zustandsübergang. Formal handelt es sich auch bei HnMMs um ein 5-Tupel (S, V, TR, A, Π),
das um ein Trace und einen Pfad ergänzt wird. Im Weiteren wird detaillierter auf die
einzelnen Komponenten eingegangen [Kru21, RJ86].

S = {s1, s2, ..., sn : n ∈ N0} ist die Menge von n Zuständen
V = {v1, v2, ..., vm : m ∈ N0} ist die Menge von m Ausgabesymbolen
TR = {TR1, TR2, ..., TRk : k ∈ N0} ist die Menge von k Zustandsübergängen, wobei jedes
TRi = {dist, b(v), aging} ein Vektor mit folgenden Elementen darstellt:

• dist: stetige Zufallsverteilung, die einen Zustandsübergang regelt

• b(v) : V → [0, 1] Ausgabewahrscheinlichkeit für jedes Symbol, dass die Transition
ausgeben kann

• aging: wird auf wahr gesetzt, wenn es race age Transition ist

A = {aij}NxN ist die Übergangsmatrix; aij ⊆ TR, von si zu sj

Π = {π1, ..., πn} ist der anfängliche Wahrscheinlichkeitsvektor zum Zeitpunkt 0
O = {(o1, e1), ..., (ol, el)} ist eine Sequenz von Ausgabesymbolen ot mit dem entsprechenden
Zeitstempel ei (Trace)
Q = {(q1, e1), ..., (ql, el)} ist eine Sequenz von Systemzuständen qt mit dem entsprechenden
Zeitstempel ei (Pfad)
[Kru21]

Die folgende Tabelle zeigt noch einmal die Unterschiede zwischen HMMs und HnMMs
auf:

HMMs HnMMs
- Zustände bilden zentrales Modellelement - Übergänge und Aktionen bilden zentrale

Modellelemente
- A enthält Übergangswahrscheinlichkeit - A enthält tatsächliche Zustandswechsel

mit beliebiger kontinuierlicher Verteilungs-
funktion, die Auslösezeit bestimmt

- B ist Ausgabewahrscheinlichkeitsmatrix - B überflüssig, ist in TR integriert wurden

Tabelle 2.1: Vergleich HMMs und HnMMs

Abbildung 2.3: Beispiel für ein HMM
[Hae09]

Abbildung 2.4: Beispiel für ein HnMM
[KH09]

17



2.2 Weitere zeitabhängige stochastische Modelle 2 Theoretischer Hintergrund

2.2.3 Augmented Stochastic Petri Nets

In diesem Abschnitt wird ein Benutzermodell für virtuelle stochastische Sensoren genauer
betrachtet. Das Augmented Stochastic Petri Net, kurz ASPN, dessen Funktionalität
und Struktur in diesem Kapitel erklärt wird, kann als eine Erweiterung stochastischer
Petrinetze betrachtet werden und wurde erstmals in der Doktorarbeit von Robert Buchholz
beschrieben [Kru21]. Diese Modelle dienen der Darstellung diskreter Modelle. Bei der
folgenden formalen Beschreibung von ASPNs wurde sich stark an der Habilitationsschrift
von Frau Dr. habil. Claudia Krull orientiert [Kru21].

Formal ist ein ASPN ein 8-Tupel mit den folgenden Elementen [Kru21]:

ASPN = (P, T, I, O, H, M0, V, b)

Die Menge P = p1, p2, ..., pn : n ∈ N0 repräsentiert die Systemzustände, die konventionell
als leere Kreise dargestellt werden. Die Markierung des ASPNs ergibt sich aus der Verteilung
M der Token. Im Unterschied zu stochastischen Petrinetzen (SPNs) können sich in ASPNs
mehrere Token in einer Stelle befinden. Der potentielle Zustandsraum des ASPNs ist durch
M̂ = N|P | definiert.

Die Menge T = t1, t2, ..., tn : n ∈ N0 enthält die Übergänge des Modells. Diese lassen
sich in unmittelbar auslösende Transitionen und zeitgesteuerte Transitionen untertei-
len. Die Darstellung beider Transitionstypen ist identisch mit der in SPNs. Übergän-
gen können feste Wahrscheinlichkeiten oder Wahrscheinlichkeitsverteilungen zugeordnet
werden. Im Gegensatz zu normalen SPNs ist die Verwendung beliebiger Wahrschein-
lichkeitsverteilungsfunktionen möglich. Falls keine explizite Wahrscheinlichkeit für einen
Übergang angegeben ist, wird standardmäßig eine Wahrscheinlichkeit von eins angenom-
men.

Die Teilmenge der sofort auslösenden Transitionen hat feste Wahrscheinlichkeiten, während
zeitgesteuerte Transitionen Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktionen aufweisen. Diese
Funktionen definieren die Zeitspanne zwischen Aktivierung und Auslösung einer Transition.
Bei der Aktivierung mehrerer Transitionen durch eine Markierung findet, wie bereits bei
SPNs beschrieben, ein Wettlauf (Race) zwischen ihnen statt, um festzustellen, welche
Transition ausgelöst wird. Dabei gibt es Transitionen, die deaktiviert werden, bevor sie
ausgelöst werden. Die Behandlung solcher Transitionen ist nicht eindeutig festgelegt
und es gibt verschiedene Herangehensweisen. Zwei der gängigsten Methoden werden nun
kurz erläutert, wobei in dieser Arbeit die Race-Enable-Methode als Standard angesehen
wird.

Bei der Race-Age-Methode speichert die Transition die Zeit zwischen Aktivierung und
Deaktivierung, um sie bei erneuter Aktivierung fortzusetzen. In bestimmten Anwendungs-
fällen ist dies sinnvoll. Wenn ein Professor beispielsweise während der Bewertung von
Studentenarbeiten aufgrund eines Telefonats den Vorgang unterbrechen muss, wird er im
Anschluss mit der Korrektur nicht von vorne beginnen. Hierbei ist jedoch zusätzlicher
Speicherplatz erforderlich, um die Information über die vergangene Aktivierungszeit zu
speichern. Als Alternative existiert der Ansatz der Race-Enable-Methode. Dabei wird
die verstrichene Aktivierungszeit beim Deaktivieren zurückgesetzt, so dass die Wahr-
scheinlichkeitsfunktion der entsprechenden Transition beim erneuten Aktivieren eine neue
zufällige Zeitspanne zurückgibt. Wenn von einem Standard die Rede sein kann, wird bei
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einem ASPN standardmäßig die Race-Enable-Variante angenommen, sofern nichts anderes
festgelegt ist. In diesem Modell wird ebenfalls die Race-Enable-Variante verwendet, da das
Speichern der vergangenen Arbeitszeit in diesem Kontext keinen Sinn ergibt und unnötigen
Speicheraufwand verursachen würde.

Als nächstes werden die Elemente I, O und H betrachtet. Diese repräsentieren Funktionen,
welche den Zusammenhang zwischen den einzelnen Stellen und den Transitionen darstellen.
Formal können sie wie folgt ausgedrückt werden: S × T → N.

I(p, t) beschreibt die Anzahl der Token, die für das Auslösen einer Transition benö-
tigt werden und aus der Stelle vor der Transition gelöscht werden. Falls I(p, t) > 0
ist, wird der entsprechende Pfeil mit einer natürlichen Zahl markiert, die I(p, t) abbil-
det.

Hingegen steht O(p, t) für die Anzahl der Token, die durch das Ausführen der Transition
in der jeweiligen nachgelagerten Stelle erzeugt werden. Auch hier wird eine natürliche
Zahl größer als null am Pfeil von der entsprechenden Transition zur nachgelagerten Stelle
notiert.

In der folgenden Abbildung werden zwei Token in der Stelle B und ein Token in der Stelle
A durch die Transition t entfernt, während ein Token in der Stelle C nach der Transition
erzeugt wird.

Abbildung 2.5: aktivierte Transition

Ein sogenannter Inhibitor Arc verläuft von einer Stelle p zu einem Übergang t. Er wird durch
eine durchgezogene Linie mit einer kreisförmigen Pfeilspitze in Richtung der Transition
dargestellt. H(p, t) ist eine natürliche Zahl größer als Null, die an diesem Pfeil steht und
beschreibt, wie viele Token an der entsprechenden Stelle vorliegen müssen, damit die
Transition t gesperrt ist.

Als sechstes Element tritt M0 = {m1, m2, ..., m|P |}(M0 : P → N) auf. Dies repräsentiert,
ähnlich wie bei den zuvor behandelten Netzen, die anfängliche Markierung, die für das
entsprechende Modell vorliegt. Im Gegensatz zu den bereits behandelten Modellen sind
die Einträge im Vektor M0 nicht auf Nullen und Einsen beschränkt. Bei ASPNs können
sich auch mehr als ein Token an der entsprechenden Stelle befinden, jedoch muss es sich
um eine natürliche Zahl größer oder gleich null handeln. Diese Token können entweder
durch eine bestimmte Anzahl von schwarzen Punkten oder durch den Zahlenwert an der
entsprechenden Stelle vermerkt werden.

Die Menge V umfasst alle diskreten Ausgabesymbole, die beim Schalten einer Transition er-
zeugt werden. Dies funktioniert genauso wie bei den bereits betrachteten HnMMs.

Die Funktion b ist eine Darstellung des Ausgabeverhaltens des ASPNs. Dabei erfolgt eine
Zuordnung des Elements, das die Ausgabe generiert, mit einem Symbol aus der Menge V .
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Dieser Zuordnung wird eine Ausgabewahrscheinlichkeit zugeordnet. Am Ende der Pfeile,
die von den ausgabenerzeugenden Elementen ausgehen, wird das Ausgabesymbol notiert.
Im Unterschied zu HMMs und HnMMs, bei denen wie im vorherigen Abschnitt besprochen,
nur eines der beiden Elemente eine Ausgabe erzeugen kann, können sowohl Stellen als
auch Transitionen eine Ausgabe erzeugen. Selbst eine Kombination aus einer Stelle und
einem Übergang als erzeugendes Element ist nicht ausgeschlossen. Wenn b in Abhängigkeit
vom aktuellen Systemzustand dargestellt wird, lautet die Darstellung von b wie folgt: b :
V ×P → [0, 1]. Wenn eine Stelle eine oder mehrere Ausgaben erzeugt, muss die Summe der
Ausgabewahrscheinlichkeiten für die entsprechenden Symbole eins ergeben. ∃b(vi, pj) > 0 ⇒∑|V |

k=1 b(vk, pj) = 1. Andererseits kann b auch in Abhängigkeit von den Systemübergängen
dargestellt werden: b : V ×T → [0, 1]. Hierbei müssen auch die Ausgabewahrscheinlichkeiten
einer Transition in Summe eins ergeben.

Die meisten Elemente von ASPNs sind bereits bekannt und wurden im ersten Kapitel
genauer beschrieben. Lediglich die Menge V und die Funktion b enthalten die erweiterten
Informationen, die normale Petrinetze nicht aufweisen. Wenn eine Transition mit zugehöri-
gen Ausgabesymbolen ausgelöst wird, wird eines ihrer Symbole durch die Abtastung der
Ausgabewahrscheinlichkeiten ausgegeben. Die beobachteten Ausgaben werden dabei mit
den zugehörigen Zeitstempeln in einem Protokoll vermerkt. Ausgaben sind dabei meistens
auf zeitgesteuerte Transitionen beschränkt, da die Wahrscheinlichkeit einer Ausgabe von
mehreren Ausgabesymbolen pro Zeitschritt beim Einbeziehen von unmittelbaren Übergän-
gen erhöht wird. Dies ist unter anderem für die Verarbeitung mittels des Proxelalgorithmus
ungünstig.

Abbildung 2.6: ASPN Modell einer Autovermietung mit durch Übergänge ausgelösten
Ausgaben [Kru21]

Es existieren zudem hybride augmented stochastical Petrinets, kurz H-ASPNs, als eine
Erweiterung der ASPNs. Diese werden in der vorliegenden Arbeit jedoch nicht genauer
behandelt. Eine umfassende Erklärung zu diesem Thema ist in der Habilitationsschrift
von Frau Dr. habil. Krull [Kru21] zu finden.
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2.3 Proxel-Algorithmus

2.3.1 Allgemeiner Proxelalgorithmus

Im Folgenden wird der Proxel-Algorithmus von Prof. Dr. Graham Horton näher er-
läutert. Die Proxelmethode modelliert einen Fluss der Wahrscheinlichkeitsmasse durch
die verschiedenen möglichen Zustände des Systems. Sie ähnelt dem transienten Lösen
einer DTMC, wobei die Übergangswahrscheinlichkeiten zwischen den Systemzustän-
den durch den Aufruf einer allgemeinen Instantaneous Rate Function ersetzt werden
[WHH04].

Um den Proxel-Algorithmus genauer zu verstehen, ist es jedoch erforderlich, zuerst
zu klären, was unter einem Proxel und der Instantaneous Rate Function zu verstehen
ist.

Ein Proxel ist ein Wahrscheinlichkeitselement und stellt die Grundeinheit für die Proxel-
methode zur Analyse von SPNs dar. Der Begriff leitet sich namentlich von der Analogie
zum Pixel in der Computergraphik ab. Ähnlich wie ein Pixel eine Farbe für bestimmte
Bildkoordinaten trägt, enthält ein Proxel Anwendungsinformationen über den Zustand
eines Simulationsmodells (d.h., einen Wahrscheinlichkeitswert p) zusammen mit seiner
Position (einem Zustand S des SPN). Ein Proxel wird als Vektor P = (p, S) dargestellt,
wobei S den Zustand des zugrundeliegenden SPNs (S = (M, τ, t)) angibt. Der Zustand
des SPNs besteht aus verschiedenen Elementen. Zuerst ist die Markierung M des Petri-
netzes zu nennen, die die aktuelle Anzahl der Marken in allen Stellen als Vektor angibt.
Alle möglichen Kombinationen von Markierungen bilden den Zustandsraum des Netzes,
wodurch der Zustandsraum aller möglichen Proxel für dieses Petrinetz mindestens diese
Kardinalität aufweist. Da auch die vergangene Zeit seit der Aktivierung einer Transition
den Wahrscheinlichkeitsfluss beeinflusst, muss auch dieses Alter in der Zustandsinformation
S gespeichert werden. Der Altersvektor τ enthält die Zeit seit der Aktivierung jeder Tran-
sition zur aktuellen Simulationszeit t, die noch nicht gefeuert hat. Der letzte Bestandteil
der Zustandsinformation ist die Simulationszeit t. Es ist wichtig, die Systemzeit t bei der
Zustandsinformation zu erfassen, da bestimmte Markierungs-Alters-Kombinationen zu
verschiedenen Systemzeiten oft unterschiedliche Wahrscheinlichkeiten p aufweisen. Die
Wahrscheinlichkeit p gibt lediglich Auskunft darüber, wie wahrscheinlich es ist, dass sich
das SPN im Zustand S befindet [WHH04, Hor02].

P = (p, S)
S = (M, τ, t)

M = {m0, ..., mn : n ∈ N0}; n = Anzahl an Stellen
τ = {τ0, τr : r ∈ N0}; r = Anzahl an Transitionen
p - Wahrscheinlichkeit des Proxels
t - Systemzeit

In einigen Literaturquellen umfasst die Definition eines Proxels zusätzlich einen Pfad,
der die bereits durchlaufenen Zustände speichert. Je nach Anwendungsfall kann auf die
Speicherung dieser Pfadinformation verzichtet werden.
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Als Nächstes wird auf die Instantaneous Rate Function (IRF) eingegangen. Es wird
angenommen, dass eine Zufallsvariable Φ vorliegt, die durch eine beliebige stetige Ver-
teilungsfunktion F (τ) und die dazu korrespondierende Dichtefunktion f(τ) beschrieben
ist. Die IRF, auch als Hazard-Rate (HRF) oder augenblickliche Fehlerrate bezeichnet, ist
gemäß folgender Formel zu berechnen:

h(τ) = f(τ)
1−F (τ)

Die HRF repräsentiert die Wahrscheinlichkeit dafür, dass die betrachtete Transition t im
nächsten Zeitschritt feuert, falls dies bis zu diesem Zeitpunkt noch nicht geschehen ist
[Ger00].

Im Spezialfall, in dem ausschließlich Exponentialverteilungen vorliegen, stehen mehrere Ana-
lyseverfahren zur Verfügung, da der gesamte stochastische Prozess als eine Markov-Kette
dargestellt werden kann. Diese Verfahren beruhen oft auf der Lösung linearer Gleichungssys-
teme. Die weitere Entwicklung des Modells hängt allein von der gegenwärtigen Situation ab,
da Markov-Ketten vollständig durch den aktuellen Zustand beschrieben werden. Aufgrund
der im vorherigen Abschnitt erwähnten Eigenschaft der Gedächtnislosigkeit der Exponential-
verteilung sind die Übergangsraten bei Markov-Ketten Konstanten. Die Wahrscheinlichkeit,
dass ein Ereignis in der Zukunft eintritt oder nicht eintritt, ist nicht davon abhängig, wie
lange bereits auf das Eintreten gewartet wurde. Mathematisch zeigt sich diese Eigenschaft
an der HRF (folgende Gleichung) der Exponentialverteilung, die als einzige nicht von der
bereits verstrichenen Zeit abhängig ist [WHH04].

hexp(x) = fexp(x)
1−Fexp(x) = λe−λx

1−(1−e−λx) = λe−λx

e−λx = λ

Um einen numerischen Simulationsalgorithmus abzuleiten, wird ein diskreter Zeitschritt ∆
definiert. Dieser soll für jedes zum Zeitpunkt t existierende Proxel P = (p, S) beschreiben,
wie die Wahrscheinlichkeit unter den Nachfolgern P ′ = (p′, S ′) zum Zeitpunkt t + ∆
aufgeteilt wird[Hor02].

Mittels der im Proxel gespeicherten Informationen können unter Verwendung der Wahr-
scheinlichkeitsflussrate der aktivierten Zustandsübergänge alle möglichen Folgeproxel
berechnet werden. Es entsteht eine Baumstruktur für die Proxel, die eine zeitdiskrete
Markov-Kette darstellt. Die Wahrscheinlichkeit wird dabei stets vom Elternproxel auf seine
Kinderproxel verteilt, wodurch auf jeder Ebene des Baumes eine Gesamtwahrscheinlichkeit
von eins besteht. Die Wahrscheinlichkeit des Folgeproxels wird anhand der Flussrate
der entsprechenden Transition und des aktuellen Proxels berechnet. Dieser Algorithmus
wird dann iterativ auf die Folgeproxel angewendet, bis die vom Benutzer zuvor definierte
Simulationszeit t erreicht wurde [WHH04, Hor02, LMH03].

In den folgenden Abbildungen ist ein stochastisches Petrinetz mit seinem zugehörigen
Erreichbarkeitsgraphen und den ersten beiden Schritten der darauf angewandten Pro-
xelmethode zu sehen. Im Initialzustand B, der im Erreichbarkeitsgraphen durch einen
gestrichelten Kreis dargestellt wurde, ergeben sich drei mögliche Folgezustände und ent-
sprechend drei mögliche Folgeproxel. Als erste Option könnte das Petrinetz in seinem
aktuellen Zustand verbleiben, ohne dass eine Transition feuert. In diesem Fall müssten
das Alter τ der betreffenden Transitionen T_BC und T_BA um die Schrittgröße von
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0.1 erhöht werden, da die Transitionen aktiviert sind, jedoch nicht schalten. Alternativ
könnte auch die Transition T_BC oder die Transition T_BA feuern, da sie gemäß den
zuvor definierten Bedingungen als aktiv gelten. Das würde zu den neuen Zuständen A
oder C führen. Die neuen Wahrscheinlichkeiten werden durch die Anwendung der IRF mit
der entsprechenden Verteilungsfunktion berechnet. Die Systemzeit t schreitet in jedem
Fall um die entsprechende Schrittweite ∆ voran. Der Algorithmus wird auf jeden der
drei Proxel erneut angewendet, was zu dem dargestellten Proxelbaum in Abbildung 2.7
führt.

Abbildung 2.7: Ein einfaches Petri-Netz und sein Erreichbarkeitsgraph [WHH04]

Abbildung 2.8: Die ersten Schritte einer Proxel-basierten Simulation [WHH04]

Eigenschaften

Je nach der Reihenfolge, in der die Proxel abgearbeitet werden, wird eine Breitensuche
oder Tiefensuche angewandt. Bei der Tiefensuche wird der Algorithmus direkt auf die
Folgeproxel angewendet, wodurch der Proxelbaum Pfad für Pfad abgearbeitet wird. Die
Breitensuche hingegen bearbeitet die Proxel eines Zeitschrittes nacheinander und durchläuft
den Proxelbaum somit Ebene für Ebene. Diese Variante hat den Vorteil, dass nur die aktuel-
le und die nächste Ebene im Speicher gespeichert werden müssen, was zu einem geringeren
Speicherbedarf führt. Allerdings kann es auch hier aufgrund von vielen Zustandswechseln
schnell zu state space explosion Problemen kommen.

Der Algorithmus geht davon aus, dass pro Zeitschritt nur ein Zustandswechsel stattfindet.
Um dies sicherzustellen, sollte die Schrittweite ∆ so klein gewählt werden, dass die
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Wahrscheinlichkeit für mehrere Zustandsänderungen vernachlässigbar gering ist. Jedoch
kann ein zu kleines ∆ zu einer erhöhten Anzahl von Zeitschritten führen, was wiederum zu
einem state space explosion Problem führen kann. Daher ist es wichtig, ∆ entsprechend
dem Modell anzupassen, um sowohl zu große als auch zu kleine Werte zu vermeiden. Es
gibt fortgeschrittenere Methoden, die die Schrittweite ∆ an den jeweiligen Proxel anpassen,
jedoch wird darauf hier nicht weiter eingegangen.

Um das exponentielle Wachstum und das damit verbundene state space explosion Pro-
blem zu minimieren, kann ein Schwellenwert ϵ eingeführt werden, der Proxel mit einer
Wahrscheinlichkeit unterhalb dieses Schwellenwerts entfernt. Dies reduziert den Zustands-
raum erheblich, wobei die gelöschten Proxelinformationen nur einen geringen Einfluss
auf die Lösung haben. Dadurch können Ressourcen gespart werden, ohne dabei wesent-
lich an Genauigkeit einzubüßen. Das Löschen von Proxeln führt jedoch dazu, dass die
Wahrscheinlichkeiten in einer Ebene des Proxelbaums nicht mehr in Summe eins ergeben.
Dies kann durch eine Normalisierung der Proxel am Ende jedes Zeitschritts behoben
werden.

Es gibt unterschiedliche Betrachtungsweisen dafür, wann die Transitionen in einem Zeit-
schritt ausgelöst werden sollen. Sie können entweder am Anfang oder am Ende eines
Zeitschrittes feuern. Beide Optionen haben ihre Vor- und Nachteile. In den folgenden
Kapiteln wird angenommen, dass die Transitionen am Ende eines Zeitschrittes ausgelöst
werden.

Die nachfolgende Abbildung zeigt den allgemeinen Proxelalgorithmus als Pseudocode.
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Abbildung 2.9: Proxel-Algorithmus [WHH04]
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2.3.2 Für ASPNs abgewandeleter Proxelalgorithmus

Der Proxelalgorithmus wird nun abgewandelt, da in den nachfolgenden Kapiteln ein
ASPN als Grundlage für diese Arbeit verwendet wird. Diese modifizierte Form des Pro-
xelalgorithmus ermöglicht die Rekonstruktion des Verhaltens von Virtual Storage Sys-
tems mithilfe von Hidden Markov Models als Rechenmodell. Das Ziel besteht darin,
anhand des Ausgabeprotokolls (Trace) das wahrscheinlichste unbeobachtete Systemver-
halten (Pfad) und dessen Wahrscheinlichkeit zu ermitteln. Der Proxelalgorithmus eignet
sich für diese spezifische Problemstellung aus den in [Kru21] bereits vorgestellten Grün-
den:

1. Die Proxelmethode ermittelt alle möglichen Entwicklungspfade mit der entsprechen-
den Wahrscheinlichkeit, was sich hervorragend für die Aufgabe der Bewertung und
Entschlüsselung eignet. Somit passt die Funktionsweise der Proxelmethode ideal zu
dem oben beschriebenen Problemfall.

2. Proxel wandeln ein ASPN in eine zeitdiskrete Markov-Kette um.

3. Proxel als Datenstruktur enthalten bereits Pfadinformationen, auch wenn diese selten
verwendet werden. Diese Pfadinformationen zeigen, was passiert ist, um genau zu
diesem Element zu gelangen, was die Dekodierung erleichtert.

Der in [Kru21] bereits vorgestellte abgewandelte Proxelalgorithmus erfordert als Einga-
be ein HnMM und einen System-Trace, der die entsprechenden beobachteten Symbole
enthält. Es ist möglich, anstelle eines HnMMs auch ein ASPN zu verwenden, da die
beiden Modelle einen sehr ähnlichen Aufbau aufweisen und der generierte Systempfad
dieselben Informationen enthält. Ausgehend von einem definierten Startzustand, der im
Startproxel festgelegt ist, werden iterativ mögliche Folgezustände in diskreten Zeitschritten
ermittelt. Bei der Analyse des ASPN sind nur Pfade gültig, die eine Wahrscheinlichkeit
der Ausgabeverfolgung größer als null erzeugen. Die anderen Pfade können verworfen
werden. Optional können Proxel, die sich in Bezug auf Zustand, Altersvektor und Pfad
identisch sind, hinsichtlich der Wahrscheinlichkeit zusammengefasst werden. Das Ergebnis
ist eine Liste möglicher Systementwicklungspfade mit den jeweiligen Wahrscheinlichkei-
ten.

Der Proxel ist nun ein 5-Tupel (s, τ, t, R, p). Zu den bereits bekannten Größen: aktueller
Systemzustand s, Altersvektor τ , Systemzeit t und Wahrscheinlichkeit p kommt nun noch
R hinzu. R speichert den Systempfad durch den Zustandsraum, über den dieses bestimmte
Proxel erreicht wurde. Dies entspricht dem Pfad eines ASPNs.

In der folgenden Abbildung ist die in [Kru21] bereits vorgestellte Proxelmethode als
Pseudocode dargestellt, der für die Verarbeitung von HnMMs angepasst wurde. Wie bereits
erwähnt, lässt sich dieser Algorithmus auch auf ASPNs anwenden. Als Datenstruktur,
die die Proxel eines Zeitschrittes speichert, wird eine FIFO-Warteschlange verwendet. Ob
dies die optimale Datenstruktur für den Algorithmus ist, wird in den folgenden Kapiteln
genauer betrachtet.
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Abbildung 2.10: abgewandelter Proxel-Algorithmus für HnMMs und ASPNs [Kru21]

2.4 Datenstrukturen

Nachdem in den vorherigen Unterkapiteln die Grundlagen für das Modell und den Proxel-
algorithmus erläutert wurden, wird in diesem Kapitel genauer auf die drei Datentypen
eingegangen, die gemäß der Aufgabenstellung für spätere Experimente erforderlich sind.
Diese Datentypen sind ein binärer Suchbaum, eine Priority Queue und das Hashverfahren.
Die Queue könnte aufgrund ihrer Eigenschaft der räumlichen Speicherlokalität besonders
interessant sein, während das Hashverfahren aufgrund seiner Suche in konstanter Zeit als
äußerst effizient betrachtet werden könnte.

2.4.1 Baumstruktur

Die erste betrachtete Datenstruktur ist ein binärer Suchbaum. Zuerst wird auf den Aufbau
eingegangen, dann werden einige wichtige Begriffe erläutert, und schließlich werden die
Vor- und Nachteile diskutiert. Ähnlich wie in der Natur gibt es viele Arten von Bäumen,
von denen jede ihre eigenen Vor- und Nachteile hat und für bestimmte Anwendungsfälle
spezialisiert und optimiert ist.

Ein Baum besteht aus mehreren Komponenten, wobei die Knoten möglicherweise die
wichtigsten Bestandteile sind. Diese speichern die Daten und sind über Kanten miteinander
verbunden. [SE08]

Ein Baum ohne Knoten wird als leerer Baum bezeichnet. Sobald ein Knoten vorhanden
ist, besitzt der Baum eine Wurzel. Dabei spielt es keine Rolle, wie viele weitere Knoten
im Baum enthalten sind; er hat stets nur eine Wurzel. Wenn ein Knoten oben mit einem
Knoten unten über eine Kante verbunden ist, wird der untere Knoten als Kinderknoten
des oberen Knotens betrachtet, während der obere Knoten als Elternknoten des unteren
Knotens fungiert. Ein Knoten, der neben dem Wurzelknoten Kinderknoten hat, wird
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als innerer Knoten bezeichnet. Alle anderen Knoten, die keine Kinderknoten besitzen,
werden als Blattknoten bezeichnet. [SE08, Knu]

Abbildung 2.11: Beschriftung eines Baums [SE08]

Es gibt verschiedene Größen, die verwendet werden, um die Eigenschaften eines Baumes
zu beschreiben. Der Grad eines Knotens gibt die Anzahl der Knoten an, die er besitzt.
Die Ordnung eines Baumes gibt hingegen Auskunft darüber, wie viele Kinderknoten ein
Knoten des Baumes maximal haben darf. Dabei muss beachtet werden, dass der Grad
jedes Knotens im Baum kleiner oder gleich der Ordnung des Baumes sein muss. Zusätzlich
gibt es Begriffe wie Pfad, Tiefe und Höhe, die nun näher erläutert werden sollen.
Ein Pfad von Knoten r zu Knoten s enthält alle Knoten und Kanten, die besucht wer-
den, die auf dem Weg von Knoten r zu Knoten s liegen. Die Tiefe eines Knotens v
gibt an, wie viele Knoten der Pfad zwischen Knoten v und der Wurzel enthält. Die
Höhe des Baumes beschreibt wiederum die maximale Tiefe der Knoten eines Bau-
mes. Alle Knoten, die die gleiche Tiefe haben, werden zu einem Niveau oder auch
Level zusammengefasst. Somit entspricht die Höhe des Baumes dem größten Niveau des
Baumes.[SE08, Knu]

Abbildung 2.12: Ein Baum mit einer Tiefe von 4 [SE08]

Eine der bekanntesten und zumeist verwendeten Spezialisierungen ist der Binärbaum.
Dieser hat die Ordnung zwei, sodass jeder innere Knoten maximal zwei Kinder haben
kann. Der Binärbaum ist sehr beliebt, da durch diese Einschränkung viele Algorithmen
vereinfacht werden. Er dient als Grundlage für viele weitere Spezialisierungen, wie zum
Beispiel die binären Suchbäume.

Die Suche und das Entfernen eines Knotens in einem Binärbaum sind linear in O(n) zu
erreichen. Um diese Suche auf O(log2(n)) zu beschleunigen, wird im Folgenden der binäre
Suchbaum genauer betrachtet.

Ein binärer Suchbaum ist eine spezialisierte Form eines Binärbaums, der auf die Suche und
das Entfernen von Knoten optimiert ist. In Bezug auf die Struktur ähnelt er einem her-
kömmlichen Binärbaum, allerdings muss eine totale Ordnung auf den Daten definiert sein.
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Die Knoten erhalten oft einen zusätzlichen Schlüssel, der dazu dient, Daten effizient abzu-
legen und schnell wiederzufinden. Dieser Schlüssel kann aus den Daten oder Teilen davon
berechnet werden oder bereits in den Daten enthalten sein.

Die grundlegende Eigenschaft eines binären Suchbaums besteht darin, dass der Schlüssel des
linken Kindknotens kleiner ist als der des Elternknotens, während der Schlüssel des rechten
Kindknotens größer oder gleich dem Schlüssel des Elternknotens ist. Diese Eigenschaft
führt dazu, dass bei Verwendung der Inorder-Reihenfolge die Daten entsprechend ihrer
Schlüssel aufsteigend sortiert sind. [SE08, Knu]

Abbildung 2.13: Ein Suchbaum mit einer totalen Ordnung [SE08]

Ein Vorteil des binären Suchbaums im Vergleich zum normalen Binärbaum ist, die Effizienz
der Suche. Auch das Entfernen von Blattknoten gestaltet sich sehr effizient. Allerdings
ist das Entfernen eines inneren Knotens oder der Wurzel komplizierter, da der Baum
anschließend neu strukturiert werden muss. Das Einfügen von Knoten ist jedoch wesentlich
aufwendiger als beim normalen Binärbaum. Zunächst muss die passende Stelle im Baum
gesucht werden und anschließend muss der entsprechende Teilbaum neu sortiert werden.
[SE08, Knu]

Es gibt zudem viele weitere Spezialisierungen wie balancierte Suchbäume. Diese dürfen
beispielsweise erst ein neues Niveau beginnen, wenn das vorherige komplett voll ist, wodurch
sie eine ausgeglichene Struktur besitzen. Auf diese und weitere Spezialisierungen wird an
dieser Stelle jedoch nicht weiter eingegangen. [SE08]

2.4.2 Priorityqueue

Als nächstes wird die Priorityqueue als zweite Datenstruktur betrachtet. Im Alltag wird
die Warteschlange als eine Menge von Objekten gesehen, die nacheinander abgearbeitet
werden. Zum Beispiel werden Menschen an der Kasse in einem Supermarkt nacheinander
bedient. In der Informatik verhält sich eine Warteschlange als Datenstruktur ganz ähnlich.
Es gibt die Möglichkeit, Objekte hinten anzufügen, aber die Abarbeitung beginnt vorne.
Als abstrakter Datentyp ist eine Warteschlange ein Container-Typ Queue a, der mehrere
Elemente des Typs a enthalten kann [Knu, BNBBN11].

Auch hier liegen wieder Knoten und Kanten vor. Jeder Knoten hat im Gegensatz zu Binär-
bäumen jedoch nur einen Nachfolger und keinen zweiten. Die Länge einer Warteschlange
hängt dabei von der Anzahl der Knoten ab.

Eine Spezialisierung dieser Datenstruktur ist die Priority Queue. In bestimmten Anwen-
dungsfällen kann es sinnvoll sein, Elementen eine höhere Priorität zuzuweisen, um ihre
schnellere Abfertigung zu gewährleisten. Ähnlich wie bei den zuvor betrachteten binären
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Suchbäumen muss auch bei bei der Priority-Queue eine totale Ordnung auf den Daten
definiert werden. Dies wird oft erreicht, indem jedem Element ein Schlüssel zugewiesen
wird. Das Element mit dem kleinsten Schlüssel soll dabei zuerst abgefertigt werden. Nach
dem Einfügen eines Elements muss die Warteschlange entsprechend neu sortiert werden.
Im Gegensatz zur normalen Warteschlange kann das Einfügen eines Elements unter Um-
ständen länger dauern, da die Warteschlange gemäß ihren Schlüsseln neu sortiert werden
muss. Dafür ist die Suchoperation deutlich effizienter als bei der normalen Warteschlange.
[BNBBN11]

2.4.3 Hashverfahren

Im Unterschied zu den beiden zuvor betrachteten Datenstrukturen verwendet das Hash-
verfahren eine Berechnung, um festzustellen, wo das Element gespeichert ist. Idealerweise
ermöglicht dies das Auffinden eines Elements in O(1), was deutlich schneller ist als beim
binären Suchbaum mit O(log2(n)). [OWOW12, KK21]

Ein Objekt, das hier als Datensatz bezeichnet wird, wird in einer Hashtabelle gespeichert.
Der Datensatz enthält einen Schlüssel k, der eindeutig den entsprechendem Objekt zu-
geordnet ist. Dies bedeutet, dass die Abbildung von der Menge der Datensätze in die
Menge der Schlüssel injektiv ist. Da für die Organisation der Datensätze in der Hashtabelle
ausschließlich die Schlüssel relevant sind, werden nur diese in der Hashtabelle gespeichert,
gesucht oder gelöscht. Die oben erwähnte Effizienz lässt sich jedoch nur erreichen, wenn
die Tabelle nie vollständig gefüllt wird. [KK21]

Sei X die Menge der möglichen Schlüssel. Das Hashverfahren besteht aus zwei Kompo-
nenten: einer Hashtabelle mit m Zeilen und einer Hashfunktion h : X → {1, ..., m}. Diese
Abbildung ordnet jedem Schlüssel s ∈ X einen Index h(s) mit 0 ≤ h(s) ≤ m − 1 zu, die
Hashadresse. [OWOW12]

Abbildung 2.14: Hashverfahren [KK21]

Es ist nicht immer möglich, eine injektive Hashfunktion zu wählen, weil nicht immer im
Voraus bekannt ist, wie viele tatsächliche Schlüssel vorhanden sind. In solchen Fällen
muss die Hashfunktion verschiedene Schlüssel auf dieselbe Tabellenzeile abbilden, was zu
sogenannten Kollisionen führt. Daher ist neben der Hashfunktion auch ein Verfahren zur
Behandlung von Kollisionen notwendig. [KK21]

Eine der bekanntesten Hashfunktionen ist die Modulo-Operation. Zum Beispiel würde
sich die Modulo-Zehn Operation gut eignen, wenn die Schlüssel ganzzahlige Prozentzah-

30



2 Theoretischer Hintergrund 2.5 Benchmarking

len zwischen 0 und 100 sind, da sie die entsprechenden Schlüssel in zehn Kategorien
einordnet.

Zur Behandlung von Kollisionen dienen verschiedene Verfahren, wie das Einfügen von
Listen in den einzelnen Hashtabellenzeilen, wodurch mehrere Schlüssel in einer Spalte
gespeichert werden können, oder auch das Rehashen. Beim Rehashen wird eine zweite Hash-
funktion aufgerufen, die die Elemente einer Zeile in der Hashtabelle weiter diversifiziert.
Beide Verfahren haben ihre Vor- und Nachteile. Zum Beispiel ermöglicht das erste Verfahren
möglicherweise keine Suche in O(1), im Gegensatz zur zweiten Variante, die jedoch eine
zusätzliche Hashtabelle und Hashfunktion erfordert.

Abbildung 2.15: Separate Verkettung(links) und Primär- und Überlaufbereich(rechts)
[KK21]

Es gibt zahlreiche weitere Hashfunktionen und Strategien zur Kollisionsbehandlung, die in
[OWOW12] und [KK21] teilweise ausführlicher vorgestellt werden. An dieser Stelle wird je-
doch nicht weiter auf diese einzelnen Methoden eingegangen.

2.5 Benchmarking

In diesem Abschnitt werden Benchmarktests grundlegend erklärt, da diese in den folgen-
den Kapiteln für die Performanceanalyse der einzelnen Datenstrukturen durchgeführt
werden.

Benchmarktests stellen eine strategische Methode dar, um Performancevergleiche durch-
zuführen. Dabei werden sowohl Effektivitäts- als auch Effizienzkriterien berücksichtigt.
Das Hauptziel besteht darin, Optimierungspotenziale zu identifizieren und entsprechende
Empfehlungen abzuleiten, um die Leistung zu verbessern. Als Maßstab dienen bewährte
Praktiken wie best practice. Die Ergebnisse von Leistungstests werden mit Leistungskenn-
zahlen verglichen, die auf Grundlage von verschiedenen vereinbarten Standards basieren
[ben20].

Die Benchmarktests umfassen Hardware-, Software- und Netzwerktests. In dieser Arbeit
wird der Fokus auf Softwaretests gelegt, da nur diese für die Performanceanalyse relevant
sind. Ein wichtiges Merkmal dieser Tests ist ihre Wiederholbarkeit und Quantifizierbar-
keit, um beispielsweise die Benutzererfahrung für eine Softwareanwendung praktisch zu
etablieren [ben20].
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Im Folgenden werden drei Vorteile von Benchmarktests aufgeführt[ben20]:

1. Benchmarktests tragen zur Leistungsanalyse von Softwareanwendungen bei.

2. Sie ermöglichen eine fundierte Bewertung von Softwareanwendungen.

3. Benchmarktests unterstützen die Einhaltung gesetzter Richtlinien.

Die verschiedenen Metriken für Benchmarktests werden oft im Voraus festgelegt, wobei der
Fokus auf Leistungsmetriken wie Ladezeit, CPU-Auslastung und Anfragen pro Sekunde
liegt. Darüber hinaus sind Benchmarktests häufig auf alle Softwareanwendungen anwendbar,
die zu einer Organisation gehören [ben20].

Diese Tests durchlaufen in der Regel die folgenden vier Phasen [ben20]:

1. Planungsphase: In dieser Phase werden Standards und Anforderungen identifiziert
und definiert.

2. Analysephase: Diese Phase umfasst die Festlegung der Ziele, den Fehleridentifika-
tionsprozess und die anschließende Behebung.

3. Integrationsphase: Diese Phase beinhaltet die Abstimmung zwischen funktionalen
und nicht-funktionalen Anforderungen mit der Genehmigung von Geschäftsprozessen
und internen Stakeholdern.

4. Aktionsphase: In dieser Phase werden Testszenarien entwickelt, Leistungstests
durchgeführt, die Leistung gemessen und die Ergebnisse berechnet.

In dieser Arbeit wird die Google Benchmark-Library für die Durchführung der Benchmark-
tests genutzt.

In diesem Kapitel wurden die theoretischen Grundlagen präsentiert, die für die vorliegende
Arbeit von Bedeutung sind. Hierzu zählen die Stochastic Petri Nets (SPNs) sowie ihre
Erweiterung, die Augmented Stochastic Petri Nets (ASPNs), der Proxelalgorithmus, die
zu prüfenden Datenstrukturen und die Methode des Benchmarkings. Insbesondere die
Augmented Stochastic Petri Nets und der angepasste Proxelalgorithmus spielen eine we-
sentliche Rolle in den nachfolgenden Kapiteln. Darüber hinaus wird die detaillierte Analyse
der Eigenschaften der drei zu testenden Datenstrukturen bei der Auswertung der Perfor-
mancetests in Kapitel 4 von entscheidender Bedeutung sein.
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Nachdem im vorherigen Kapitel die für diese Arbeit erforderlichen theoretischen Grundlagen
vorgestellt wurden, erfolgt nun eine eingehende Betrachtung der Implementierung des in
Abschnitt 2.3 beschriebenen Proxelalgorithmus sowie der Testfälle für die durchgeführten
Experimente. Hierbei wird auf spezifische festgelegte Parameter, wie beispielsweise die
Schrittweite Delta, eingegangen. Zudem werden Implementierungsdetails, darunter die
verwendete Programmiersprache C++, näher erläutert.
Des Weiteren werden die Modelle, die für die Experimente benötigt werden, beschrieben
und im Anschluss detailliert analysiert.

3.1 Implementierung

Die Entscheidung für die Verwendung von C++ als Programmiersprache gründet sich
auf der Notwendigkeit einer effizienten Implementierung, insbesondere im Hinblick auf
durchzuführende Performancetests. Die Wahl von Microsoft Visual Studio als Programmier-
umgebung mit dem Plattformtoolset Visual Studio 2022 (v143) und dem Sprachstandard
ISO-Standard C++20 (/std:c++20) unterstreicht das Bestreben nach modernen Entwick-
lungswerkzeugen und aktuellen C++-Sprachfeatures.
Die Nutzung vorhandener Datenstrukturen aus der Standardbibliothek, wie beispielsweise
std::map, std::set und std::priority_queue, basiert auf der Annahme, dass diese bereits
effizient implementiert wurden. Modifikationen erfolgen gezielt durch das Überschreiben
einzelner Methoden, wie beispielsweise der insert()-Methode, um eine Anpassung an den
spezifischen Anwendungsfall vorzunehmen.

Der implementierte Algorithmus basiert auf dem im Pseudocode vorgestellten Proxelal-
gorithmus, der in Unterabschnitt 2.3.2 ausführlich beschrieben wurde. Das Programm
wendet den Proxelalgorithmus auf die Ergebnisse der Modelle an, welche im folgenden Ab-
schnitt 3.2 ausführlich vorgestellt werden. Die generische Implementierung des Programms
ermöglicht einen einfachen Wechsel zwischen verschiedenen testrelevanten Parametern,
darunter Datenstrukturen, maximale Proxel pro Zeitschritt und Mergewahrscheinlichkeit.
Die generische Programmierung trägt wesentlich zur Effizienz des Programms bei, was
insbesondere bei Performancetests erneut von Vorteil ist.
Die Wahl des Schrittgrößenparameters von ∆ = 1 resultiert aus dem Bestreben, die
Wahrscheinlichkeit für das simultane Feuern von zwei Transitionen in einem Zeitschritt
zu minimieren. Zudem wird eine kleinere Schrittgröße vermieden, um eine zu hohe An-
zahl von Zeitschritten zu vermeiden, in denen keine Aktivität stattfindet, was zu einer
unnötigen Verlängerung der Laufzeit führen könnte. Zusätzlich wurde festgelegt, wie be-
reits im Unterabschnitt 2.3.1 erwähnt, dass die Transitionen am Ende eines Zeitschrittes
feuern.
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Die Implementierung der einzelnen Experimente erfolgte mithilfe von Google Bench-
mark.

3.2 Modelle

In diesem Abschnitt werden die für die Experimente zugrundeliegenden Modelle genauer
betrachten. Es handelt sich um zwei modellierte Augmented Stochastic Petri Nets (ASPNs),
wobei ein einfaches und ein etwas komplexeres Modell für einen Check-In am Flughafen
entwickelt wurden.

Das einfache Modell umfasst zwei Check-In-Schalter, einen für die Economy Class und
einen für die Business Class. Wie in der Abbildung 3.1 zu sehen ist, wird die Business
Class bei der Abfertigung am Schalter bevorzugt. Das Modell besteht aus fünf Zuständen,
zwei unmittelbar auslösenden Transitionen und vier zeitgesteuerten Transitionen, die
mit einer Wahrscheinlichkeit von 100 % das Ausgabesymbol „D“ erzeugen. Die beiden
unmittelbar auslösenden Transitionen führen dazu, dass am Ende eines Zeitschrittes nur drei
Systemzustände möglich sind: Idle, Business Service und Economy Service. Die Business
Class- und die Economy Class-Warteschlange sind als Counter in unserer Proxelinformation
implementiert wurden. Wenn beide Warteschlangen leer sind, befindet sich das System im
Zustand „Idle“. Bei Anwesenheit einer Person in einer der beiden Warteschlangen wechselt
der Systemzustand zum entsprechenden Service-Zustand. Die beiden Warteschlangen sind
dabei nicht in ihrer Größe begrenzt wurden.

Abbildung 3.1: Darstellung des einfachen Modells

Die zeitgesteuerten Transitionen, die die Ankünfte repräsentieren, sind mit einer Normalver-
teilung versehen. Die entsprechenden Werte für die Zufallsverteilung sind der Abbildung 3.1
zu entnehmen. Dabei steht der erste Wert für den Erwartungswert und der zweite Wert für
die Standardabweichung. Hieraus ergibt sich, dass es doppelt so viele Economy-Kunden
wie Business-Kunden gibt. Die zeitgesteuerten Transitionen, die einen Service darstellen,
verwenden hingegen die Weibull-Verteilung als Zufallsverteilung. Auch hier zeigen die
Werte, dass die Abfertigungszeit für einen Economy-Kunden durchschnittlich nur drei
Viertel der Zeit eines Business-Service entspricht.
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Das etwas komplexere Modell funktioniert auf ähnliche Weise. Um es etwas komplexer zu
gestalten, wurde eine zusätzliche Lane, die First Lane, hinzugefügt. Dadurch erhöht sich
die Anzahl der möglichen Modellzustände und ausführbaren Transitionen. Auch hier haben
die zeitgesteuerten Transitionen, die die Ankunft repräsentieren, eine Normalverteilung,
während die zeitgesteuerten Transitionen, die den Service darstellen, eine Weibullverteilung
aufweisen. Die Werte der Zufallsverteilungen wurden entsprechend angepasst, wie in der
Abbildung 3.2 zu sehen ist, um sicherzustellen, dass das Modell nicht in einem der Zustände
hängen bleibt.

Abbildung 3.2: Darstellung des komplexen Modells

Bei Auslösung einer zeitgesteuerten Transition wird das Ausgabesymbol „D“ mit dem zuge-
hörigen Zeitstempel in einer results.txt Datei gespeichert. Dies ermöglicht es dem im vorhe-
rigen Abschnitt 3.1 erklärten Programm, darauf zuzugreifen.
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3.3 Modellanalyse

In diesem Abschnitt erfolgt die Analyse der zuvor präsentierten Modelle. Diese Ana-
lyse gliedert sich in zwei Hauptteile. Der erste Teil widmet sich der Untersuchung der
Wahrscheinlichkeitsverteilung der in der Datenstruktur vorhandenen Proxel nach 300
Zeitschritten.
Im zweiten Teil erfolgt eine eingehende Betrachtung des Mergeverhaltens der Proxel.

3.3.1 Analyse der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Proxel nach 300
Zeitschritten

festgelegte Parameter und Ziel des Experiments
Diese Analyse ist unabhängig von der gewählten Datenstruktur, da der Fokus nicht auf
der Geschwindigkeit, sondern auf dem Ergebnis liegt, welches bei allen Datenstrukturen
identisch ist. In diesem Kontext wird eine Baumstruktur als Datenstruktur genutzen
und die maximale Anzahl der zu speichernden Proxel sowohl im einfachen als auch im
komplexeren Modell auf 300 begrenzen. Die Schrittweite Delta wurde, wie bereits in
Abschnitt 3.1 erläutert, auf den Wert 1 festgelegt, und die Anzahl der Zeitschritte beträgt
8000.

Erwartungen
Die Erwartungshaltung ist, dass im einfachen Modell der wahrscheinlichste Proxel si-
gnifikant wahrscheinlicher ist als der wahrscheinlichste Proxel im komplexeren Modell.
Des Weiteren wird aufgrund der geringeren Anzahl von Transitionen und Zuständen im
einfachen Modell ein drastischerer Abfall der Wahrscheinlichkeiten erwartet. Im Gegensatz
dazu wird der Abfall der Proxelwahrscheinlichkeiten im komplexeren Modell gedämpfter
ausfallen, wenngleich immer noch deutlich erkennbar.

Beobachtungen
Die zeitgesteuerten Transitionen in beiden Modellen feuern aufgrund der Wahrscheinlich-
keitsverteilungen nicht zu einem exakten Zeitpunkt, sondern innerhalb einer bestimm-
ten Zeitspanne. Folglich variieren die Zeitmessungen in den Traces. Um diese Schwan-
kungen weitgehend auszugleichen, wird nicht nur einen einzelnen Trace, sondern zehn
verschiedene Traces sowohl für das einfache als auch für das komplexere Modell verwen-
det.

Das vorliegende Diagramm in Abbildung 3.3 veranschaulicht sehr gut die Bestätigung der
Erwartungen hinsichtlich des einfachen und des komplexen Modells. Der Proxel mit der
höchsten Wahrscheinlichkeit von etwa 21,3 % befindet sich auf einem hohen Niveau. Dies
wird jedoch von einem rapiden Abfall begleitet, sodass ab dem 25. Proxel kaum noch eine
Wahrscheinlichkeit zu verzeichnen ist.
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Abbildung 3.3: Wahrscheinlichkeitsverteilung der Proxel in beiden Modell bei 300 max.
Proxeln und nach 8000 Zeitschritten; Mittelwert von jeweils 10 Traces

Auch das komplexe Modell erfüllt die Erwartungen in vollem Umfang. Der Proxel mit
der höchsten Wahrscheinlichkeit weist im Durchschnitt eine Wahrscheinlichkeit von etwa
5,46 % auf. Der Wahrscheinlichkeitswert des wahrscheinlichsten Proxels im einfachen
Modell, mit rund 21,3 %, ist nahezu viermal so hoch. Zudem ist der Abfall der Wahr-
scheinlichkeiten im komplexen Modell deutlich gedämpfter als im einfachen Modell. Der
Wahrscheinlichkeitswert des unwahrscheinlichsten Proxels im komplexen Modell von etwa
0,0133 % wird im einfachen Modell bereits beim 43. Proxel mit lediglich etwa 0,013 %
unterschritten.

Abbildung 3.4: Ausschnitt von Abbildung 3.3 im kleinen Wahrscheinlichkeitsbereich

In diesem Ausschnitt des vorherigen Diagramms in Abbildung 3.3 wird der Abfall im
kleinen Wahrscheinlichkeitsbereich zwischen 0 % und 0,7 % verdeutlicht. Hierbei wird
erneut deutlich, dass die rote Linie des komplexen Modells stets über der blauen Linie des
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einfachen Modells liegt. Zusätzlich wird ersichtlich, dass im einfachen Modell nicht nur
bis zum 25. Proxel, sondern bis zum 50. Proxel eine augenscheinliche Wahrscheinlichkeit
vorliegt.

Die nachstehende Abbildung verdeutlicht die Entwicklung der Anzahl der Proxel im einfa-
chen und im komplexen Modell. Hierbei wurde die Entwicklung über 20 eingelesene Ausgabe-
symbole bei einer maximalen Proxelgrenze von 300 betrachtet.

Abbildung 3.5: Entwicklung der Anzahl an Proxel im einfachen und komplexen Modell
bei 300 max. Proxeln über 20 Ausgabesymbole; Mittelwert über 10
Traces

Das Diagramm verdeutlicht, dass die Anzahl der Proxel im komplexeren Modell durch-
gehend höher ausfällt als im einfachen Modell. Insbesondere der Anstieg im komplexen
Modell verläuft deutlich steiler. Bereits beim siebten Ausgabesymbol erreicht das kom-
plexe Modell die maximale Proxelgrenze, während das einfache Modell diese erst beim
neunten Ausgabesymbol erreicht. Danach zeichnet sich in beiden Modellen ein Plateau
ab.

Auswertung
Die erzielten Ergebnisse lassen sich auf die spezifischen Eigenschaften der Modelle sowie auf
den implementierten Proxelalgorithmus zurückführen. Im Falle des einfachen Modells sind
durch den geringeren Zustandsraum, wie im folgenden Zustandsübergangsgraphen von Frau
Dr. Claudia Krull dargestellt, bis auf den Ausgangszustand oben links in Abbildung 3.6,
pro Zeitschritt drei Zustandsänderungen möglich.

Dies impliziert, dass bei jedem eingelesenen Ausgabesymbol die Wahrscheinlichkeit des
bestehenden Proxels auf drei neue Proxel aufgeteilt wird. Im komplexeren Modell, auf-
grund der größeren Anzahl von Zuständen und Transitionen, sind hingegen vier mögli-
che Zustandsänderungen möglich. Hierdurch muss die Wahrscheinlichkeit des bestehen-
den Proxels im komplexen Modell im Vergleich zum einfachen Modell auf einen Proxel
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mehr verteilt werden. Die Beobachtung in Abbildung 3.3, dass die Proxelwahrscheinlich-
keiten im komplexen Modell von Grund auf kleiner sind, lässt sich darauf zurückfüh-
ren.

Abbildung 3.6: Zustandsübergangsgraph vom einfachen Modell [Kru21]

Zusätzlich resultiert der steilere Anstieg der Proxelanzahl in Abbildung 3.5 daraus, dass bei
jedem eingelesenen Ausgabesymbol im komplexeren Modell nahezu für jedes Proxel vier,
anstatt wie im einfachen Modell drei, neue Proxel erzeugt werden. Der gedämpftere Abfall
ist ebenso anhand dessen zu erklären, da der Algorithmus vier verschiedene Optionen
hat, um zu schalten, anstelle von drei. Beispielsweise müssten im komplexeren Modell um
den Zeitschritt 150 alle drei Arrival-Transitionen und möglicherweise auch noch Service-
Transitionen feuern. Hierdurch wird es schwieriger zu unterscheiden, welche Transition
gerade ausgelöst hat, im Vergleich zum einfachen Modell, bei dem nur zwei Transitionen
gleichzeitig schalten können. Daher werden die neu aufgesplitteten Proxelwahrscheinlich-
keiten pro eingelesenem Ausgabesymbol im komplexeren Modell ausgeglichener sein als im
einfacheren Modell, was zu einer gedämpften Abnahme der Wahrscheinlichkeiten führt.
Das Plateau im komplexen Modell, wie in Abbildung 3.5 zu sehen ist, liegt zwischen 1000
und 1200 Proxel, da die maximale Proxelgrenze bei 300 liegt und nahezu jeder Proxel
vier mögliche Übergänge im nächsten Zeitschritt besitzt. Im einfachen Modell liegt es
zwischen 700 und 900 aus demselben Grund. Allerdings existieren hier, wie in Abbil-
dung 3.6 ersichtlich, nur drei mögliche Übergänge bei jedem eingelesenen Ausgabesymbol.
Die maximale Grenze von 900 bzw. 1200 Proxel wird nicht immer erreicht, da gelegentlich
ein Ausgangszustand mit nur zwei bzw. drei möglichen Übergängen vorliegt. Zudem werden
Proxel mit einer Wahrscheinlichkeit von null nicht in der entsprechenden Datenstruktur
gespeichert.
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3.3.2 Mergeverhalten

Im zweiten Teil der Analyse wird eine detaillierte Untersuchung des Mergeverhaltens der
individuellen Proxel in unserer Datenstruktur durchgeführt.

festgelegte Parameter und Ziel des Experiments
Mit dem Ziel, einerseits festzustellen, ob die Anzahl der Mergeoperationen im Laufe der Zeit
zunimmt, abnimmt oder konstant bleibt, und andererseits zu ermitteln, ob immer dieselben
Proxel gemergt werden oder dies nahezu gleichverteilt geschieht, ist das Experiment in zwei
Teile unterteilt. Wie bereits zuvor wurden aus dem gleichen Grund zehn Traces sowohl vom
einfachen als auch vom komplexeren Modell verwendet. Die maximale Anzahl der Proxel
wurde auf 300 begrenzt, und die Anzahl der einzulesenden Symbole in unseren Traces
wurde auf zwanzig festgelegt. In diesem Experiment werden ausschließlich die Zeitschritte
betrachtet, in denen ein Symbol eingelesen wird, da in allen anderen Zeitschritten keine
Mergeoperationen stattfinden können.

Nimmt die Anzahl an Mergeoperationen im Laufe der Zeit zu, ab oder bleibt sie
konstant?

Erwartungen
Die Erwartung ist, dass die Anzahl der Mergeoperationen im Verlauf des Programms
anfangs langsam zunimmt, da zu Beginn nur wenige Proxel vorhanden sind, die gemergt
werden können. Die Wahrscheinlichkeit für Mergeoperationen sollte mit der steigenden
Anzahl an Proxeln signifikant steigen. Später sollte die Anzahl der Mergeoperationen
nahezu konstant bleiben, da die Gesamtanzahl der Proxel stets auf 300 begrenzt wird. Im
Falle des komplexeren Modells wird allgemein angenommen, dass aufgrund des größeren Zu-
standsraums weniger Mergeoperationen stattfinden werden.

Beobachtungen
Wie erwartet zeigt das folgende Diagramm, dass die Anzahl der Mergeoperationen an-
fangs nur langsam zunimmt. Danach ist jedoch bei beiden Modellen ein steilerer Anstieg
zu verzeichnen. Auffällig ist, dass der Anstieg im komplexen Modell im Vergleich zum
einfacheren Modell wesentlich gedämpfter ausfällt. Beim einfachen Modell ist ab dem
zehnten eingelesenen Symbol deutlich zu erkennen, dass sich ein Plateau abzeichnet. Im
Gegensatz dazu bildet sich beim komplexen Modell das Plateau bereits nach dem achten
Ausgabesymbol. Besonders bemerkenswert ist, dass die Anzahl der Mergeoperationen
zwischen dem vierten und dem sechsten eingelesenen Symbol im komplexeren Modell
größer ist als im einfacheren Modell.

Die Anzahl der Mergeoperationen liegt nach dem zehnten Ausgabesymbol im einfachen
Modell zwischen 550 und 700 Proxeln. Angesichts der maximal möglichen Entstehung
von 900 neuen Proxeln pro eingelesenem Ausgabesymbol gemäß dem entsprechenden
Zustandsübergangsdiagramm in Abbildung 3.6 werden hierbei gut zwei Drittel dieser
Proxel gemergt. Im Gegensatz dazu liegt die Anzahl der Mergeoperationen im komplexeren
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Abbildung 3.7: Entwicklung der Anzahl an Mergeoperationen im einfachen und kom-
plexen Modell bei 300 maximalen Proxeln über 20 Ausgabesymbole;
Mittelwert über 10 Traces

Modell ab dem sechsten eingelesenen Ausgabesymbol nur zwischen 300 und 500 Proxeln.
Somit werden hierbei nur etwa ein Drittel der Proxel gemergt.

In den nachfolgenden Diagrammen wird das Verhältnis zwischen gemergten Proxeln und
der Gesamtanzahl der Proxel genauer betrachtet. Das erste Diagramm zeigt dabei das
Ergebnis des einfachen Modells und das zweite Diagramm präsentiert das Resultat des
komplexen Modells.

Abbildung 3.8: Anteil der gemergten Proxel an der Gesamtheit aller Proxel im einfachen
Modell bei 300 maximalen Proxeln über 20 Ausgabesymbole; Mittelwert
über 10 Traces
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Im einfachen Modell beträgt der Anteil der gemergten Proxel an der Gesamtmenge aller
Proxel anfangs 0 %. Erst mit dem Einlesen des vierten Ausgabesymbols werden, wie bereits
in Abbildung 3.7 ersichtlich, die ersten Proxel gemergt. Ab dem zehnten eingelesenen
Ausgabesymbol stabilisiert sich dieser Anteil bei etwa 80 %.

Abbildung 3.9: Anteil der gemergten Proxel an der Gesamtheit aller Proxel im komplexen
Modell bei 300 maximalen Proxeln über 20 Ausgabesymbole; Mittelwert
über 10 Traces

Im komplexen Modell beträgt der Anteil der gemergten Proxel an der Gesamtmenge aller
Proxel anfangs erneut 0 %. Dieser Anteil pendelt sich jedoch ab dem achten eingelesenen
Ausgabesymbol deutlich geringer als im einfachen Modell ein und liegt bei nur etwa 30
%.

Auswertung
Der steile Anstieg an Mergeoperationen ab dem vierten Ausgabesymbol entsteht durch
die zunehmende Anzahl von Proxeln in der Datenstruktur, was die Wahrscheinlichkeit
erhöht, dass bereits identische Proxel existieren. Das Plateau entsteht ab dem zehnten bzw.
achten Ausgabesymbol, weil die maximale Anzahl an Proxeln zu diesem Zeitpunkt erreicht
wurde und die Anzahl der Mergeoperationen daher kaum noch zunimmt. Der gedämpfte
Anstieg beim komplexen Modell ist darauf zurückzuführen, dass der zusätzliche Zustand
eine erhöhte Vielfalt an Proxeln erzeugt. Das Plateau im komplexen Modell bildet sich
außerdem bereits nach dem achten Ausgabesymbol, da die maximale Anzahl an Proxeln
schneller erreicht wird. Die höhere Anzahl an Mergeoperationen zwischen dem vierten und
dem sechsten eingelesenen Symbol im komplexen Modell ist auf das stärkere Wachstum
der Proxelmenge in Abbildung 3.5 in diesem Zeitraum im Vergleich zum einfachen Modell
zurückzuführen. Dieser steile Anstieg gleicht sogar den auf das Mergen bezogenen Nachteil
des größeren Zustandsraums aus.

Die Mergewahrscheinlichkeit von nur 30 % im komplexen Modell resultiert aus der größeren
Vielfalt an unterschiedlichen Proxeln aufgrund des größeren Zustandsraums, wodurch die
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Mergewahrscheinlichkeit bei einer maximalen Proxelgrenze von 300 Proxeln deutlich
geringer ausfällt als im einfachen Modell.

Werden immer die gleichen Proxel gemergt oder werden die Mergeoperationen auf
die einzelnen Proxel annähernd gleichmäßig verteilt?

Erwartungen
Es wird vermutet, dass im komplexeren Modell die Verteilung der Mergeoperationen auf
die einzelnen Proxel deutlich ausgewogener ist im Vergleich zum einfachen Modell. Diese
Annahme stützt sich darauf, dass der Zustandsraum des komplexen Modells wesentlich
größer ist. Wie bereits im ersten Teil des Experiments festgestellt wurde, erfolgen insge-
samt weniger Mergeoperationen. Diese Reduktion des Mergeprozesses im komplexeren
Modell führt zu einer signifikant geringeren Streuung und resultiert in einem fokussierten
Zentrum.

Beobachtungen
Im folgenden Diagramm sind die maximalen und minimalen Anzahlen von Mergeoperatio-
nen im einfachen Modell dargestellt, die von einem Proxel bis zu dem jeweiligen Zeitpunkt
durchgeführt wurden. Auf der x-Achse sind erneut die Ausgangssymbole und nicht die
Zeitschritte, abgebildet, da zwischen den Ausgangssymbolen keine Mergeoperationen
stattfinden.

Abbildung 3.10: Anzahl der minimalen und maximalen Anzahl an Mergeoprationen
eines Proxels im einfachen Modell bei 300 maximalen Proxeln über 20
Ausgabesymbole; Mittelwert über 10 Traces

Das vorliegende Diagramm offenbart zunächst, dass nach dem zehnten Ausgabesymbol
kein Proxel, welches sich unter den 300 Wahrscheinlichsten befindet, nicht gemergt wurde.
Dies legt nahe, dass es einen Zusammenhang zwischen der Wahrscheinlichkeit eines Proxels
und der Häufigkeit von durchgeführten Mergeoperationen gibt. Proxel, die kaum oder
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gar nicht gemergt werden, weisen tendenziell niedrige Wahrscheinlichkeiten auf und sind
daher als irrelevant zu betrachten. Es lässt sich jedoch keine direkte Schlussfolgerung
ziehen, dass ein Proxel eine höhere Wahrscheinlichkeit besitzt, je häufiger es gemergt
wurde.

Des Weiteren fällt auf, dass der Abstand zwischen der maximalen und minimalen Anzahl
von Mergeoperationen kontinuierlich anwächst. Bereits bei dem 20. Ausgabesymbol besteht
ein Unterschied von 25 Mergeoperationen. Dieses prozentuale Verhältnis zwischen der
minimalen und der maximalen Anzahl an Mergeoperationen wird in der nachfolgenden
Grafik ebenfalls deutlich ersichtlich.

Abbildung 3.11: Anteil der gemergten Proxel an der Gesamtheit aller Proxel im einfachen
Modell bei 300 maximalen Proxeln über 20 Ausgabesymbole; Mittelwert
über 10 Traces

In dem nachfolgenden Diagramm wird die Verteilung im komplexen Modell dargestellt:

Abbildung 3.12: Anzahl der minimalen und maximalen Anzahl an Mergeoprationen
eines Proxels im komplexen Modell bei 300 maximalen Proxeln über
20 Ausgabesymbole; Mittelwert über 10 Traces
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Wie erwartet ähnelt der Verlauf stark dem des einfachen Modells. Mit steigender Anzahl
an eingelesenden Ausgabesymbolen nimmt der Abstand zwischen der minimalen und
maximalen Anzahl der Mergeoperationen zu. Auffallend ist jedoch, dass die Gesamtzahl
der Mergeoperationen im komplexeren Modell, wie hier ersichtlich, deutlich geringer ist als
im einfacheren Modell. Das Verhältnis zwischen der minimalen und maximalen Anzahl der
Mergeoperationen bleibt hingegen, wie in Abbildung 3.13 zu sehen, nahezu unverändert
im Vergleich zum einfachen Modell(Abbildung 3.11).

Abbildung 3.13: Anteil der gemergten Proxel an der Gesamtheit aller Proxel im kom-
plexen Modell bei 300 maximalen Proxeln über 20 Ausgabesymbole;
Mittelwert über 10 Traces

Abschließend soll die Verteilung der Mergeoperationen auf die einzelnen Proxel, die sich
nach dem 20. verarbeiteten Ausgabesymbolen in der Datenstruktur befinden, betrachtet
werden. Hierzu wurden erneut zehn Traces als Eingabe verwendet, und die Ergebnisse
nach dem 20. Ausgabesymbol wurden gemittelt. Im Fall des einfachen Modells ergab sich
folgendes Resultat:

Abbildung 3.14: Anzahl an Proxel mit einer bestimmten Anzahl an Mergeoperationen im
einfachen Modell bei 300 maximalen Proxeln über 20 Ausgabesymbole;
Mittelwert über 10 Traces
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Lediglich eine geringe Anzahl von Proxeln verzeichnet hier mehr als 37 Mergeoperationen,
während die Mehrheit der Proxel im Bereich von 22 bis 36 Mergeoperationen liegt. Generell
lässt sich eine breite Streuung beobachten und es ist anzumerken, dass kein Proxel exakt
44 Mergeoperationen aufweist.

Abbildung 3.15: Anzahl an Proxel mit einer bestimmten Anzahl an Mergeoperationen im
komplexen Modell bei 300 maximalen Proxeln über 20 Ausgabesymbole;
Mittelwert über 10 Traces

Auch im Fall des komplexen Modells zeigt sich eine ähnliche Verteilung, allerdings mit
zwei markanten Unterschieden: Der Bereich der Verteilung erscheint deutlich kleiner und
der Modus im komplexen Modell ist mit 53 im Vergleich zum einfachen Modell mit 24
mehr als doppelt so groß. Dies legt nahe, dass die Mehrheit der Proxel sich im mittleren
Bereich befindet, während nur wenige an den extremen Grenzen der minimalen oder
maximalen Anzahl an Mergeoperationen liegen. Infolgedessen weist das komplexe Modell
eine geringere Streuung auf als das einfachere Modell.

Auswertung

Im ersten Teil des Experiments zeigt sich erneut, dass im komplexeren Modell, bedingt
durch die größere Vielfalt an unterschiedlichen Proxeln, deutlich weniger Mergeoperationen
durchgeführt werden als im einfacheren Modell. In Abbildung 3.10 und Abbildung 3.12
wird ein wachsender Abstand zwischen der maximalen und minimalen Anzahl an Mergeope-
rationen eines Proxels beobachtet. Ab dem zehnten Zeitschritt verbleiben kaum oder keine
Proxel mehr unter den 300 wahrscheinlichsten Proxeln, die nicht gemergt wurden. Dies ist
darauf zurückzuführen, dass Proxel, die nicht gemergt werden können, oft Ausnahmefälle
sind und dementsprechend keine hohe Wahrscheinlichkeit aufweisen. Aus diesem Grund
erscheinen sie nicht unter den 300 wahrscheinlichsten Proxeln.

Im einfacheren Modell erfolgen aufgrund der eingeschränkten Proxelvielfalt im Ver-
gleich zum komplexeren Modell mehr Mergeoperationen. Dies führt dazu, dass der
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Bereich der Mengenverteilung im einfacheren Modell, einschließlich des Modus, wei-
ter nach rechts verschoben ist als im komplexen Modell, wie in Abbildung 3.14 dar-
gestellt.

Die Verteilung der Mergeoperationen auf die einzelnen Proxel ist im einfacheren Modell
deutlich breiter und flacher im Vergleich zum komplexen Modell. Dies ist erneut auf die
Vielzahl unterschiedlicher Proxel zurückzuführen. Mergeoperationen erfolgen, wenn zwei
identische Zustände vorliegen. Aufgrund der begrenzten Vielfalt im einfachen Modell
werden wiederholt die gleichen Zustände erreicht. Dadurch kann klar unterschieden werden,
ob es sich um einen häufig oder selten auftretenden Zustand handelt. In Abbildung 3.14
ist zu erkennen, dass einige Zustände mehr als 40 Mal aufgetreten sind, während andere
Zustände möglicherweise überhaupt nicht oder nur sehr selten aufgetreten sind. Letztere
sind in Abbildung 3.14 nicht erkennbar, da ihr Auftreten äußerst unwahrscheinlich ist. Diese
erhebliche Differenz ermöglicht eine klare Unterscheidung zwischen Ausnahmezuständen
und häufig auftretenden Zuständen.

Im komplexeren Modell hingegen gibt es aufgrund des größeren Zustandsraums viel mehr
verschiedene Zustände, die auftreten können. Daher tritt jeder Zustand relativ selten auf,
und es ist nicht möglich, eine klare Entscheidung darüber zu treffen, ob es sich bei einem
Zustand um einen Ausnahmezustand handelt oder nicht. Natürlich gibt es immer noch
Zustände, die, wie in Abbildung 3.15 zu sehen ist, 17 Mal vorkommen, und andere, die
nur neun Mal auftreten. Jedoch ist diese Differenz deutlich geringer als im einfacheren
Modell. Es bedarf viele weitere Zeitschritte, um in dieser Hinsicht eine Unterscheidung
treffen zu können.

Daher zeigt sich im komplexeren Modell eine geringere Streuung mit einem deutlich
ausgeprägteren mittleren Bereich. Dies wird unter anderem in der bimodalen Verteilung
des komplexen Modells deutlich, wobei der existierende Modus einen doppelt so hohen
Wert aufweist wie der des einfacheren Modells.

Im folgednen wird ein kurzes Beispiel darleget, um den Aspekt verständlicher erscheinen
zu lassen. Es liegen zwei Zustandsübergangsgraphen zugrunde, wobei der eine aus drei
Zuständen und der andere tausend Zuständen besteht. Außerdem wird festgelegt, dass in
jedem Zeitschritt ein Zustandswechsel stattfindet und beide Zustandsübergangsgraphen
über zwanzig Zeitschritte hinweg betrachtet werden. Dann wird bei dem ersten Zustands-
übergangsgraphen sehr schnell klar, ob ein Ausnahemzustand vorliegt oder alle Zustände
nahezu gleichmäßig oft durchlaufen werden. Beim zweiten Zustandsübergangsgraphen
kann hingegen keine Aussage darüber getroffen werden. Es kann sein, dass der Zustand,
der nach zwanzig Zeitschritten noch nie errreicht wurde, später zu den am häufigsten
auftretenden Zuständen gehört. Wenn der zweiten Zustandsübergangsgraphen über 10.000
Zeitschritte beobachtet wird, wären Ausnahmezustände wesentlich ersichtlicher und von
den Zuständen, die sehr häufig auftreten, zu unterscheiden.
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3.4 Zusammenfassung der Modellanalyse

Im ersten Experiment zeigte sich deutlich, dass die Wahrscheinlichkeitswerte im komplexen
Modell aufgrund des erheblich größeren Zustandsraums nicht in dem Maße abnehmen wie
im einfachen Modell. Indessen nimmt die Anzahl der Proxel im komplexen Modell bis
zur Erreichung der maximalen Proxelgrenze rascher zu. Dies resultiert aus der Tatsache,
dass die Anzahl der Proxel bei nahezu jedem verarbeiteten Ausgabesymbol im komplexen
Modell vervierfacht wird, im Gegensatz zum einfachen Modell, bei dem eine Verdreifachung
stattfindet.

Im zweiten Experiment wurde daraufhin das Mergeverhalten näher untersucht. Es wurde
ermittelt, dass anfänglich im komplexen Modell mehr Proxel gemergt werden, bedingt durch
das zügigere Wachstum der Proxelanzahl. Nach der Verarbeitung des siebten Ausgabesym-
bols wird aufgrund der Vielfalt an unterschiedlichen Proxeln im komplexen Modell weniger
gemergt im Vergleich zum einfachen Modell. Dies führt dazu, dass der Anteil der gemergten
Proxel an der Gesamtmenge der Proxel im einfachen Modell langfristig bei etwa 80 % liegt,
während er im komplexen Modell lediglich 30 % beträgt.

Des Weiteren wurde festgestellt, dass ab dem zehnten verarbeiteten Ausgabesymbol in
beiden Modellen kaum noch Proxel existieren, die nicht gemergt wurden. Abschließend
zeigt die Abbildung 3.15, dass im komplexen Modell die meisten Proxel nach zwanzig
verarbeiteten Ausgabesymbolen ähnlich oft gemergt wurden. Im einfachen Modell hingegen
wurde in Abbildung 3.14 ersichtlich, dass einige Proxel verhältnismäßig häufig gemergt
wurden, während andere eher selten gemergt wurden.

Nachdem in diesem Kapitel zunächst sämtliche Implementierungsdetails und die beiden
Modelle ausführlich vorgestellt wurden, erfolgte im Anschluss eine eingehende Modell-
analyse. Dabei wurden mehrere Erkenntnisse gewonnen, die in Abschnitt 3.4 kompakt
zusammengefasst wurden und sich als vorteilhaft für die bevorstehenden Performancetests
im nächsten Kapitel erweisen dürften.
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4 Experimente

Nachdem die theoretischen Grundlagen in Kapitel 2 erörtert wurden und die für die
Experimente erforderlichen Modelle sowie die Implementierung im vorherigen Kapitel
vorgestellt wurde, werden in diesem Abschnitt die einzelnen Experimente durchgeführt
sowie ihrer Ergebnisse analysiert.

Aufgrund der Modellanalyse im vorherigen Kapitel entstand die Überlegung, dass es
interessant sein könnte, eine Move-To-Front-List zu entwickeln, die die Proxel mit den
meisten durchgeführten Mergeoperationen an den Anfang stellt. Besonders im einfachen
Modell könnte dies vorteilhaft sein, da dort ab dem zehnten Zeitschritt 80 % der Proxel
gemergt werden und der Abbildung 3.14 zu entnehmen, nur wenige Proxel existieren,
die oft gemergt werden. Somit könnte der Suchaufwand beim Mergen im Erfolgsfall für
die Liste im Vergleich zu einer Priorityqueue erheblich kleiner sein, da gemäß unserer
Verteilungsfunktion eine höhere Wahrscheinlichkeit besteht, dass oft gemergte Proxel erneut
gemergt werden, im Gegensatz zu solchen, die selten gemergt wurden. Die sequenzielle
Suche in der Move-To-Front-List könnte im Erfolgsfall dementsprechend schneller zum Ziel
führen. Falls ein Proxel nicht gemergt werden kann, würde die benötigte Zeit identisch
zu der in unserer Priorityqueue sein. Aus diesen Überlegungen wird nach Abschluss der
sechs Experimente ein weiteres durchgeführt, um zu testen, ob die Move-To-Front-List
durch die Nutzung ihrer Merge-Eigenschaften Performancevorteile gegenüber anderen
Datenstrukturen aufweist.

Im Anschluss werden in diesem Kapitel die Ergebnisse der einzelnen Experimente zusam-
mengefasst und ausgewertet, bevor zur abschließenden Fehleranalyse übergegangen wird.
Insbesondere die Fehleranalyse soll weitere Erkenntnisse über die Aussagekraft der Ergebnis-
se im Hinblick auf Programm und Modellierung liefern sowie mögliche Schwachstellen iden-
tifizieren, die zu potenziellen Fehlern geführt haben könnten.

4.1 Zielstellung der Experimente

Die Zielsetzung der durchzuführenden Experimente entspricht weitgehend der übergeord-
neten Zielstellung dieser Arbeit. Das Hauptanliegen besteht darin, eine fundierte Aussage
über den bestmöglichen Einsatz bestimmter Datentypen zu treffen. Hierbei werden die drei
implementierten Datentypen: die Baumstruktur, die Priorityqueue und das Hashverfahren,
unter verschiedenen Parameterkonstellationen getestet. Das Ziel ist es, die Performance
jedes Datentyps in unterschiedlichen Szenarien zu evaluieren und am Ende der Arbeit
Empfehlungen dafür auszusprechen, unter welchen Bedingungen welcher der drei Datenty-
pen am effizientesten arbeitet. Die durchgeführten Experimente sollen somit Erkenntnisse
liefern, die Entscheidungsträgern ermöglichen, den geeigneten Datentyp entsprechend den
spezifischen Anforderungen und Parametern auszuwählen, um den Algorithmus bestmöglich
zu nutzen.
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4.2 Allgemeine Festlegungen

Die Durchführung von sechs Experimente soll eine umfassende Bewertung der Datenstruk-
turen hinsichtlich ihrer Performance in verschiedenen Anwendungsfällen ermöglichen. Jedes
Experiment wird durch die Vorstellung der festgelegten Parameter, die Präsentation der
Erwartungen, die Dokumentation der Beobachtungen sowie eine kurze Zusammenfassung
und Bewertung der Ergebnisse strukturiert.

Die zeitgesteuerten Transitionen in den Modellen feuern aufgrund der Wahrscheinlich-
keitsverteilungen nicht zu einem exakten Zeitpunkt, sondern innerhalb einer bestimmten
Zeitspanne. Folglich variieren die Zeitmessungen in den Traces. Um diese Schwankungen
weitgehend auszugleichen wird nicht nur ein einzelner Trace, sondern zehn verschiedene
Traces sowohl für das einfache als auch für das komplexere Modell verwendet.
Zur Gewährleistung einer aussagekräftigen statistischen Analyse wird in den Diagram-
men ein Konfidenzintervall eingetragen. Dieses Intervall, das zu 99,9 %iger Wahrschein-
lichkeit die Werte der einzelnen Experimente abdeckt, bietet eine Grundlage für die
Beurteilung der Genauigkeit der Ergebnisse. Falls das Intervall zu klein ist, werden
die Werte in den Diagrammen nicht sichtbar sein, was auf eine geringe Streuung hin-
weist.

Es sei festzuhalten, dass in dem folgendem Kapitel unter der Mergewahrscheinlichkeit die
Wahrscheinlichkeit zu verstehen ist, dass Proxel, die germergt werden könnten, tatsächlich
auch germergt werden.

4.3 Experiment I: Erhöhung der Anzahl an Zeitschritten
im einfachen Modell

festgelegte Parameter und Ziel des Experiments
Im Rahmen des ersten Experiments soll das Verhalten der einzelnen Datenstrukturen mit
fortschreitenden Zeitschritten analysiert werden, wodurch immer mehr Ausgabesymbolen
des Traces verarbeitet werden.
Die Anzahl der maximalen Proxel pro Zeitschritt wurde auf 300 begrenzt und die Merge-
wahrscheinlichkeit wurde auf 100 % gesetzt. Die Zeitschritte werden zunächst von 0 auf
100 in 10er-Schritten erhöht. In einem zweiten Durchlauf werden die Zeitschritte von 1000
bis 8.000 in 1000er-Schritten erhöht, um sowohl im niedrigen als auch im hohen Bereich
aussagekräftige Ergebnisse zu erzielen.

Erwartungen
Mit steigender Anzahl von Zeitschritten werden die Laufzeiten aller Datenstrukturen
zunehmen. Es ist zu erwarten, dass die Queue anfangs aufgrund ihrer Speicherlokalität eine
besser Laufzeit darlegt. Nachfolgend wird die benötigte Laufzeit jedoch mit zunehmender
Anzahl von Zeitschritten stark ansteigen, da die Queue nach jedem Zeitschritt eine
aufwändige Sortieroperation durchführen muss. Im Gegensatz dazu wird das Hashverfahren

50



4 Experimente 4.3 Experiment I

unabhängig von den Zeitschritten gute Leistung zeigen, da es im optimalen Fall eine
konstante Zugriffszeit von O(1) aufweist.

Beobachtungen

Abbildung 4.1: Laufzeiten des Proxelalgorithmus mit den einzelnen Datenstrukturen
durch Laufzeit mit Baumstruktur normalisiert zwischen 10 und 100
Zeitschritten bei 300 maximalen Proxeln und einer 100 %igen Merge-
wahrscheinlichkeit im einfachen Modell; Mittelwert über 10 Traces

In diesem Diagramm wurden die Laufzeiten des Proxelalgorithmus mit den einzelnen
Datenstrukturen durch die Laufzeit mit der Baumstruktur geteilt, um das Verhältnis
zwischen den Datenstrukturen deutlicher zu erkennen. Es zeigt sich deutlich, dass die
Queue anfangs eine sehr gute Performance aufweist und sowohl das Hashverfahren als
auch die Baumstruktur übertrifft. Ab dem 50. Zeitschritt verschlechtert sich die Leistung
der Queue jedoch im Vergleich zu den anderen beiden Datenstrukturen.
Das Hashverfahren ist zu Beginn besser als die Baumstruktur, jedoch zeigt sich ab dem
20. Zeitschritt eine Verschlechterung und erst ab dem 60. Zeitschritt ist das Hashverfahren
dauerhaft schneller als die Baumstruktur. Es ist zu beachten, dass die Konfidenzintervalle
in diesem Diagramm relativ groß sind, da ein Wert sowohl von der eigenen Laufzeit als
auch von der Laufzeit des Proxelalgorithmus mit der Baumstruktur abhängt, durch die
geteilt wurde.

Im nächsten Diagramm wird deutlich, dass die Laufzeit des Proxelagorithmus mit der Queue
ab dem 60. Zeitschritt sprunghaft ansteigt, wodurch die Queue nicht mehr wettbewerbsfähig
ist. Bei der Baum- und Hashfunktion ist ebenfalls ein Anstieg zu verzeichnen, der jedoch
im Vergleich zur Queue moderater ausfällt.
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Abbildung 4.2: starkes Wachstum der Queuelaufzeiten ab dem 70sten Zeitschritt; Mit-
telwert über 10 Traces

In der nachfolgenden Abbildung wird die zeitliche Entwicklung der Laufzeiten mit je-
der einzelnen Datenstruktur im Zeitbereich von 1000 bis 8.000 Zeitschritten darge-
stellt:

Abbildung 4.3: Laufzeiten des Proxelalgorithmus mit den einzelnen Datenstrukturen
zwischen 1000 und 8.000 Zeitschritten bei 300 maximalen Proxeln und
einer 100 %igen Mergewahrscheinlichkeit; Mittelwert über 10 Traces

In diesem Diagramm ist erneut festzustellen, dass die Queue bei einer hohen Anzahl an Zeit-
schritten unbrauchbar wird. Alleine bei 8.000 Zeitschritten ist die Laufzeit mit der Queue
fünfmal so hoch wie bei dem Baum oder dem Hashverfahren. Zudem ist zu erkennen, dass
der Anstieg bei allen drei Datenstrukturen linear verläuft.

Das Diagramm bestätigt, dass die Laufzeit des Proxelalgorithmus mit der Queue bei
einer hohen Anzahl von Zeitschritten nicht praktikabel ist. Bei 8.000 Zeitschritten ist
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diese Laufzeit etwas fünfmal höher als die mit der Baumstruktur oder dem Hashverfah-
ren. Des Weiteren zeigt die Abbildung 4.3, dass der Anstieg der Laufzeit bei allen drei
Datenstrukturen nahezu linear verläuft.

Auswertung
Die anfänglich sehr gute Performance der Queue in Abbildung 4.1 wird durch die lokale
Speichereigenschaft begünstigt. Jedoch nimmt die Leistung im Laufe der Zeit ab, bedingt
durch die zunehmende Anzahl von Proxeln in der Queue, wodurch der Nachteil des linearen
Suchaufwands überwiegt. Der kritische Punkt, an dem die Queue beginnt ineffizient zu
werden (50. Zeitschritt), deutet darauf hin, dass die maximale Proxelschwelle für die Queue
zwischen 17 und 40 liegt, da zu diesem Zeitpunkt vier Ausgabesymbole verarbeitet worden
sind. Im Gegensatz dazu zeigt die Baumstruktur eine gegenläufige Entwicklung. Der
logarithmische Suchaufwand und die Eigenschaften eines balancierten Suchbaums machen
die Suche verhältnismäßig effizienter, wenn die Anzahl der Proxel in der Datenstruktur
zunimmt. Das Hashverfahren ist durch seinen konstanten Zugriff im optimalen Fall von
der Anzahl der Proxel in der Datenstruktur unabhängig. Der abrupte Anstieg der Laufzeit
ab dem zwanzigsten Zeitschritt beim Proxelalgorithmus mit dem Hashverfahren lässt
sich durch die anfängliche häufige Erweiterung der Hashtabelle erklären. Dieser Prozess
wird notwendig, wenn die Tabelle mit den wachsenden Daten nicht mehr ausreichend
dimensioniert ist. Es ist zu beachten, dass dies mit zunehmender Tabellengröße seltener
vorkommt, da die Dimension der Tabelle verachtfacht wird. Im zwanzigsten Zeitschritt
erfolgt die erste Erweiterung von eins auf acht, gefolgt von einer weiteren Erweiterung
von acht auf 64 im vierzigsten Zeitschritt. Dieser Anpassungsmechanismus führt zu einer
vorübergehenden Zunahme der Laufzeit, die sich jedoch im weiteren Verlauf der Zeit
abschwächt.

Der lineare Verlauf in Abbildung 4.3 resultiert daraus, dass die maximale Proxelgrenze von
300 erreicht wurde. Somit bleibt der Bearbeitungsaufwand pro Zeitschritt konstant und
die Laufzeit steigt proportional zur Anzahl der Zeitschritte.

Zusammenfassend bestätigen die Ergebnisse die anfänglichen Erwartungen: Die Queue
ist nur zu Beginn effizient und wird ab dem 60. Zeitschritt unpraktikabel aufgrund des
zunehmenden Suchaufwands. Langfristig ist das Hashverfahren als Datenstruktur bei
steigender Laufzeit die geeignete Wahl.

4.4 Experiment II: Erhöhung der Anzahl an
abzuspeichernden Proxeln im einfachen Modell

festgelegte Parameter und Ziel des Experiments
In diesem Experiment wird die Performance der einzelnen Datenstrukturen bei steigender
Anzahl an abzuspeichernden Proxeln pro Zeitschritt untersucht.
Die Anzahl der Zeitschritte wird auf 8.000 gesetzt und die Mergewahrscheinlichkeit beträgt
100 %. Im ersten Teil des Experiments wird die Anzahl der maximalen Proxel allmählich
von 10 auf 100 in 10er Schritten erhöht. Im zweiten Teil wird die Anzahl der maximalen
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Proxel von 100 bis auf 800 in 100er Schritten gesteigert, um erneut sowohl im niedrigen als
auch im hohen Bereich aussagekräftige Ergebnisse zu erzielen.

Erwartungen
Erwartet wird, dass die Laufzeit des Proxelalgorithmus mit der Baumstruktur einem
Graphen der Funktion n · log(n) ähnelt. Dies setzt sich daraus zusammen, dass die Suche
eines Proxels eine Zeitkomplexität von O(log(n)) bei einer Baumstruktur hat und diese
für alle Proxel pro Zeitschritt durchgeführt werden muss. Bei der Queue wird ein Graph
erwartet, der n2 ähnelt, da der Suche von der Queue eine Zeitkomplexität von O(n)
zugeordnet wird. Beim Hashverfahren wird wiederum ein linearer Anstieg erwartet, da die
Suche im optimalen Fall O(1) beträgt.

Beobachtungen
Im folgenden Diagramm wird der Verlauf der Laufzeiten des Proxelalgorithmus mit
den Datenstrukturen im Bereich der maximalen Proxel zwischen 10 und 100 darge-
stellt:

Abbildung 4.4: Laufzeiten des Proxelalgorithmus mit den einzelnen Datenstrukturen
durch Laufzeit mit der Baumstruktur normalisiert zwischen 10 und
100 maximalen Proxeln bei 8.000 Zeitschritten und einer 100 %igen
Mergewahrscheinlichkeit; Mittelwert über 10 Traces

Wie bereits in dem Experiment zuvor wurden die Laufzeiten der entsprechenden Daten-
strukturen durch die der Baumstruktur geteilt, um die Performance besser zu visualisieren.
Es ist zu erkennen, dass die Queue bei zehn Proxeln besser zeitlich abschneidet als die
anderen beiden Datenstrukturen. Bereits bei zwanzig Proxeln ist die Laufzeit des Proxelal-
gorithmus mit der Queue schlechter als die mit der Baumstruktur oder dem Hashverfahren
und steigt mit zunehmenden Zeitschritten signifikant an. Außerdem ist zu erkennen, dass
das Hashverfahren bis auf den Wert bei zwanzig Proxeln durchgehend besser performt als
die Baumstruktur.
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Das nächste Diagramm zeigt die Verläufe der Laufzeiten des Proxelalgorithmus mit den Da-
tenstrukturen bei maximalen Proxeln zwischen 100 und 800:

Abbildung 4.5: Laufzeiten des Proxelalgorithmus mit den einzelnen Datenstrukturen
zwischen 100 und 1000 maximalen Proxeln bei 8.000 Zeitschritten und
einer 100 %igen Mergewahrscheinlichkeit; Mittelwert über 10 Traces

Der antizipierte quadratische Verlauf der Funktion in Bezug auf die Queue hat sich
verifiziert. Der Funktionsverlauf startet bei 100 Proxeln mit etwa 3.800 Millisekunden
und endet bei 800 Proxeln mit durchschnittlich 114.410 Millisekunden. Dieses Diagramm
illustriert deutlich, dass die Queue mit steigender Anzahl von Proxeln nicht mehr mit der
Effizienz der Baumstruktur oder des Hashverfahrens mithalten kann. Bei 800 Proxeln ist
die erforderliche Laufzeit bei der Queue im Vergleich zum Hashverfahren über zehnmal
höher.

Abbildung 4.6: Ausschnitt aus Abbildung 4.5 ohne die Queue als Datenstruktur
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Diese Abbildung veranschaulicht die Laufzeitenentwicklung des Proxelalgorithmus mit der
Baumstruktur und dem Hashverfahren erneut ohne die Queue bei maximalen Proxeln im
Bereich von 100 bis 800.

Im Kontext des Hashverfahrens zeigt sich die zuvor antizipierte lineare Entwicklung.
Hingegen ist der logarithmische Verlauf bei der Baumstruktur nicht direkt ersichtlich.
Bei genauerer Betrachtung der spezifischen Werte wird jedoch deutlich, dass auch dieser
Verlauf der erwarteten Funktion von n · log(n) ähnelt.

Auswertung
Die gute Performance der Queue bei einer geringen Anzahl an Proxeln beruht, wie bereits
im vorangegangenen Experiment erwähnt, auf der Speicherlokalität der Queue. Dieses
Experiment ermöglicht jedoch eine präzisere Abgrenzung der Grenzen für die Nützlichkeit
der Queue. Diese Einschränkung liegt entsprechend im Bereich von 17 bis 19 Proxeln.
Über diese Schwelle hinaus verschlechtert sich die Performance der Queue exponentiell im
Vergleich zu den beiden anderen Datenstrukturen, da die Suche mit einer Zeitkomplexität
von O(n) zu zeitaufwendig wird. Das Hashverfahren zeigt zudem eine bessere Leistung
im Vergleich zur Baumstruktur, da es, wie zuvor erwähnt, eine konstante Suche mit
einer Zeitkomplexität von O(1) bietet, im Gegensatz zur logarithmischen Zeitkomplexität
O(log(n)) der Baumstruktur.

Generell lässt sich feststellen, dass die im Vorfeld formulierten Erwartungen durch die
vorliegenden Experimente verifiziert wurden.

4.5 Experiment III: Einfluss des komplexen Modells auf
die Laufzeit

festgelegte Parameter und Ziel des Experiments
Im Rahmen des dritten Experiments wird der Einfluss komplexerer Modelle auf die ver-
schiedenen Datenstrukturen untersucht, um deren Verhalten zu analysieren.
Die Anzahl der Zeitschritte wird hierbei auf 8.000 festgesetzt, die maximale Anzahl der
Proxel auf 300 und die Mergewahrscheinlichkeit beträgt 100 %. Für die Durchführung
dieses Experiments werden die zuvor in Abschnitt 3.2 beschriebenen Modelle verwen-
det.

Erwartungen
Die Erwartung für das kommende Experiment ist, dass die Laufzeit des Proxelalgorith-
mus bei allen drei Datenstrukturen signifikant ansteigen wird. Dies resultiert aus der
Komplexität des verwendeten Modells, die eine erhöhte Rechenzeit in Anspruch nehmen
sollte.
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Beobachtungen
Die folgenden Ergebnisse ergeben sich aus den durchgeführten Tests:

einfaches Modell komplexes Modell
Baumstruktur 6.166,4 ms 9.436,2 ms
Queue 20.067,6 ms 37.391,5 ms
Hashverfahren 4.733,1 ms 5.975,4 ms

Tabelle 4.1: Vergleich der Laufzeiten des Proxelalgorithmus mit den einzelnen Datenstruk-
turen zwischen dem einfachen und komplexen Modell bei 8.000 Zeitschritten,
300 maximalen Proxeln und einer 100 %igen Mergewahrscheinlichkeit; Mit-
telwert über 10 Traces

Wie zu erwarten war, zeigt sich eine deutliche Zunahme der Laufzeit bei allen drei
Datenstrukturen.

Die nachfolgende Tabelle veranschaulicht den prozentualen Anstieg:

Steigerung in %
Baumstruktur 53,03 %
Queue 86,33 %
Hashverfahren 26,25 %

Tabelle 4.2: prozentuale Steigerung der Laufzeiten aus Tabelle 1.1

Dies verdeutlicht, dass die Queue im Verhältnis mit 86,33 % am stärksten und das
Hashverfahren nur um 26,25 % ansteigt.

Auswertung
Die Verarbeitung der Proxel erfolgt bei dem komplexeren Modell zwar auf identische
Weise, jedoch zeigt sich, wie bereits in der Modellanalyse in Abschnitt 3.3 festgestellt,
eine höhere Anzahl von Proxeln in der entsprechenden Datenstruktur. Während nach dem
zweiten Ausgabesymbol beim einfachen Modell lediglich sechs Proxel in der jeweiligen
Datenstruktur vorhanden sind, erhöht sich diese Zahl beim komplexeren Modell auf zwölf
Proxel. Dies führt folglich zu einer vermehrten Anzahl von Proxeln, die in den entspre-
chenden Zeitschritten verarbeitet werden müssen. Zudem besteht eine größere Vielfalt
an unterschiedlichen Proxeln, was einerseits dazu führt, dass weniger Mergeoperationen
notwendig sind, andererseits jedoch auch zu einer höheren Anzahl von Proxeln in der
Datenstruktur führt.
Der einzige auf die Laufzeit bezogene Vorteil bei komplexen Modellen besteht darin,
dass aufgrund der Vielfalt unterschiedlicher Proxel oft schneller entschieden werden kann,
dass ein Proxel nicht gemergt wird. Dies resultiert daraus, dass bereits anhand verschie-
dener Kriterien wie dem Zustand frühzeitig festgestellt werden kann, dass ein Proxel
nicht mit anderen gemergt werden muss, ohne bis zu den τ -Werten des Altersvektors
fortzuschreiten.

Die signifikante prozentuale Steigerung bei der Laufzeit des Proxelalgorithmus mit der
Queue lässt sich durch ihre Unverträglichkeit mit einer großen Anzahl von Proxeln erklären,
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wie bereits in den beiden vorherigen Experimenten ersichtlich wurde. Ihr Laufzeitwachstum
nimmt mit zunehmender Anzahl von Proxeln im Gegensatz zum Hashverfahren quadratisch
zu.

Zusammenfassend lässt sich festhalten, dass die Erwartungen sich bestätigt haben und ein
komplexeres Modell in den meisten Fällen lediglich zu einer Erhöhung der Anzahl an Proxeln
und des Zustandsraums führt. Infolgedessen bleibt das Hashverfahren erneut als bevorzugte
Datenstruktur aufgrund seiner Effizienz zu empfehlen.

4.6 Experiment IV: Verringerung der
Mergewahrscheinlichkeit im einfachen Modell

festgelegte Parameter und Ziel des Experiments
Im anstehenden Experiment wird die Mergewahrscheinlichkeit schrittweise von 100 % auf
25 % reduziert, um das Verhalten der einzelnen Datenstrukturen unter diesen Bedingungen
zu untersuchen.
Wichtig ist, dass unter der Mergewahrscheinlichkeit wie anfangs erwähnt die Wahrscheinlich-
keit zu verstehen ist, dass Proxel, die germergt werden könnten, tatsächlich auch germergt
werden. Das Experiment wird in zwei Teile unterteilt, wobei dasselbe Szenario mit unter-
schiedlichen Ausgangsparametern in beiden Teilen durchgeführt wird. Im ersten Teil des
Experiments wird die Anzahl der Zeitschritte auf 100 und die maximale Anzahl der Proxel
auf 3.000 festgelegt. Dies soll sicherstellen, dass die maximale Proxelgrenze nie erreicht wird.
Im zweiten Teil des Experiments wird die Anzahl der Zeitschritte auf 8.000 und die maxi-
male Anzahl der Proxel auf 300 gesetzt. In diesem Fall wird die maximale Proxelgrenze sehr
schnell überschritten. Die Unterteilung erfolgt aufgrund der Erwartung unterschiedlicher
Ergebnisse unter den jeweiligen Rahmenbedingungen.

4.6.1 Teilexperiment: maximale Grenze an Proxeln wird nie erreicht

Erwartungen
Es wird erwartet, dass die Reduktion der Mergewahrscheinlichkeit eine signifikante Zu-
nahme der Proxelanzahl in der betreffenden Datenstruktur bewirken wird. Diese ver-
mehrte Ansammlung von Proxeln dürfte wiederum zu einem Anstieg der Laufzeit füh-
ren.
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Beobachtungen
Im nachfolgenden Diagramm wird die zeitliche Entwicklung der Laufzeiten des Proxelalgo-
rithmus mit den einzelnen Datenstrukturen bei einer Zeitschrittanzahl von 100 und einer
maximalen Proxelanzahl von 3.000 dargestellt:

Abbildung 4.7: Laufzeiten des Proxelalgorithmus mit den einzelnen Datenstrukturen
zwischen 100 %iger und 25 %iger Mergewahrscheinlichkeit im einfachen
Modell bei 100 Zeitschritten und und 3.000 maximalen Proxeln; Mittel-
wert über 10 Traces

Dieses Diagramm verdeutlicht, dass die Erwartungen erfüllt wurden. Insbesondere bei
der Queue ist ein deutliches Anwachsen der Laufzeit bei einer Verringerung der Merge-
wahrscheinlichkeit zu beobachten. Zudem zeigt sich, dass der Anstieg kontinuierlich steiler
wird. Bei der Reduktion der Mergewahrscheinlichkeit von 100 % auf 50 % ist lediglich eine
marginale Steigerung der Laufzeit von etwa 50 ms zu verzeichnen. Im Gegensatz dazu
zeigt die Reduzierung der Mergewahrscheinlichkeit von 33 % auf 25 % eine signifikante
Zunahme der Laufzeit um etwa 70 ms.

Für eine detailliertere Analyse der Laufzeiten des Proxelalgorithmus mit der Baumstruktur
und dem Hashverfahren wurde in dem folgenden Diagramm einen Ausschnitt aus der
Abbildung 4.7 ohne den Verlauf der Queue betrachten.
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Abbildung 4.8: Diagramm 20: Ausschnitt von Abbildung 4.7 ohne die Queue als Daten-
struktur

In diesem Diagramm wird deutlich, dass auch bei der Baumstruktur und dem Hashverfahren
die Laufzeit mit der Verringerung der Mergewahrscheinlichkeit zunimmt. Allerdings sind
die Anstiege der Funktionen für diese beiden Datenstrukturen nicht so signifikant wie
bei der Queue. Das Hashverfahren zeigt die beste Anpassungsfähigkeit an die gegebene
Beeinflussung.

Auswertung
Solange die maximale Proxelgrenze nicht erreicht wird, führt eine reduzierte Mergewahr-
scheinlichkeit unabhängig von der jeweiligen Datenstruktur zu einem schnelleren Anwachsen
der Proxelmenge, die im nächsten Zeitschritt verarbeitet werden muss. Dies resultiert in
einer erhöhten Laufzeit des Programms. Insbesondere bei der Queue ist dieser Anstieg sehr
deutlich erkennbar, da, wie bereits in vorangegangenen Experimenten festgestellt wurde,
die Queue Performanceverluste durch das Sortieren einer hohen Anzahl von Proxeln hat.
Das Hashverfahren und die Baumstruktur weisen hingegen eine effizientere Suche auf, mit
Zeitkomplexitäten von O(1) bzw. O(log(n)), was es ihnen ermöglicht, besser mit einer
großen Anzahl von Proxeln umzugehen.
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4.6.2 Teilexperiment: maximale Grenze an Proxeln wird schnell
erreicht

Erwartungen
Natürlich steigt auch in diesem Teilexperiment die Anzahl der Proxel in der entsprechen-
den Datenstruktur durch die Reduktion der Mergewahrscheinlichkeit zügig, da vermehrt
Proxel pro Zeitschritt in der jeweiligen Datenstruktur verbleiben. Im Vergleich zum
letzten Teilexperiment wird die maximale Proxelgrenze innerhalb weniger Zeitschritte
erreicht. Anschließend wird die Anzahl der Proxel stets auf das Maximum von 300 be-
grenzt, wodurch das intensivere Wachstum der Proxelanzahl irrelevant wird. Dennoch
ist zu erwarten, dass eine Reduktion der Mergewahrscheinlichkeit zu einer gesteigerten
Laufzeit führt, da gemäß meiner Implementierung insbesondere bei der Queue Proxel
beim Mergen maximal ausgetauscht werden. In Fällen, in denen keine Mergeoperation
stattfindet, wird der Proxel am Ende der Queue angefügt, was eine entsprechende Sortie-
rung erforderlich macht. Dies dürfte den Erwartungen zufolge mit einer erhöhten Laufzeit
einhergehen.

Beobachtungen
Im folgenden Diagramm wurden die Zeitschritte auf 8.000 gesetzt, während die maximale
Proxelgrenze bei 300 Proxel verbleibt.

Abbildung 4.9: Laufzeiten des Proxelalgorithmus mit den einzelnen Datenstrukturen
zwischen 100 %iger und 25 %iger Mergewahrscheinlichkeit im einfachen
Modell bei 8.000 Zeitschritten und und 300 maximalen Proxeln; Mittel-
wert über 10 Traces

Die Laufzeit steigt mit der Reduzierung der Mergewahrscheinlichkeit bei der Queue rasant
an. Bereits durch die Halbierung der Mergewahrscheinlichkeit erhöht sich die Laufzeit um
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54,65 %.

Um eine präzisere Analyse der Verläufe der Laufzeiten des Proxelalgorithmus mit der
Baumstruktur und dem Hashverfahren zu ermöglichen, wird in der nachfolgenden Ab-
bildung einen Ausschnitt betrachtet, in dem der Verlauf der Queue ausgelassen wur-
de.

Abbildung 4.10: Ausschnitt von Abbildung 4.9 ohne die Laufzeiten des Proxelalgorith-
mus mit der Queue

Es ist ersichtlich, dass im Fall der Baumstruktur und des Hashverfahrens im Gegensatz
zur Queue kaum bis gar kein Anstieg der Laufzeit zu verzeichnen ist. Die entsprechenden
Verläufe ähneln vielmehr einer Geraden. Besonders hervorzuheben ist, dass die Laufzeit
des Proxelalgorithmus mit dem Hashverfahren wiederholt geringer ausfällt im Vergleich zu
den beiden anderen betrachteten Datenstrukturen.

Auswertung
Der Nachteil, dass die Anzahl der Proxel schneller wächst, fällt in diesem Kontext kaum
ins Gewicht, da die maximale Proxelgrenze ohnehin sehr zügig erreicht wird. Dennoch gibt
es bei der Queue einen weiteren relevanten Aspekt zu berücksichtigen. Jedes im Verlauf
eines Zeitschritts entstehende Proxel wird, sofern es eine Wahrscheinlichkeit größer null
aufweist, in der Datenstruktur gespeichert oder gemergt. Beim Mergen von zwei Proxeln
wird lediglich die Wahrscheinlichkeit des bestehenden Proxels überschrieben oder der
gesamte Proxel wird ersetzt, falls die Wahrscheinlichkeit des neuen Proxels größer ist. Dies
bedeutet, dass kein Einfügevorgang notwendig ist und demzufolge keine erneute Sortierung
der Queue erfolgen muss. Wenn hingegen keine Mergevorgang durchführbar ist, muss das
neue Element am Ende der Queue eingefügt werden, was eine anschließende Neusortierung
der gesamten Queue erfordert. Dieser Vorgang ist erheblich aufwändiger im Vergleich zum
Überschreiben eines Proxels. Die Verringerung der Mergewahrscheinlichkeit führt dazu,
dass weniger Proxel gemergt werden und folglich werden vermehrt Proxel eingefügt, was
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zu einem beträchtlich höheren Aufwand bei der Sortierung der Proxel-Queue führt. Dies
erklärt den beobachteten Anstieg in der Abbildung 4.9 der Laufzeit bei der Queue mit
abnehmender Mergewahrscheinlichkeit.

In Bezug auf die Baumstruktur und das Hashverfahren trifft der zuvor erwähnte Nachteil
der Queue nicht zu. In meiner Implementierung wird auch beim Mergevorgang, sofern
die Wahrscheinlichkeit des neuen Proxels höher ist, der alte Proxel gelöscht und der neue
eingefügt, anstatt einfach überschrieben zu werden. Daher ist es für beide Datenstruk-
turen unerheblich, ob ein Proxel gemergt oder direkt eingefügt wird. Insgesamt ist es
für die Baumstruktur und das Hashverfahren nahezu irrelevant, ob die Mergewahrschein-
lichkeit abnimmt, wenn die Datenstruktur bereits ihre maximale Proxelgrenze erreicht
hat.

Somit sind die anfänglichen Erwartungen nicht zu 100 % erfüllt wurden. Alles in allem lässt
sich jedoch sagen, dass mit abnehmender Mergewahrscheinlichkeit vor allem bei der Queue
die Laufzeit signifikant steigt. Bei der Baumstruktur und dem Hashverfahren hängt dies
davon ab, ob die Datenstruktur bereits die maximale Proxelgrenze überschritten hat, da
die Laufzeit in diesem Fall nahezu unverändert bleibt. Andernfalls steigt auch bei ihnen die
Laufzeit mit der Verringerung der Mergewahrscheinlichkeit durch die schneller anwachsende
Anzahl an Proxeln in der jeweiligen Datenstruktur.

4.7 Experiment V: Erhöhung der Anzahl an
abzuspeichernden Proxeln im komplexen Modell

In diesem und dem nachfolgendem Experiment wird das komplexe Modell eingehend
untersucht. Zu diesem Zweck werden zwei Experimente, die bereits am einfacheren Modell
durchgeführt wurden, erneut am komplexeren Modell durchführen und prüfen, ob sich
dabei signifikante Unterschiede manifestieren.

festgelegte Parameter und Ziel des Experiments
In diesem Experiment wird die Anzahl der maximalen Proxel beim komplexeren Modell
variiert und überprüft, ob sich das Verhalten von dem des einfacheren Modells unterschei-
det.
Dazu wird die Anzahl der maximalen Zeitschritte erneut auf 8.000 gesetzt und die Mer-
gewahrscheinlichkeit auf 100 %. Anschließend wird im ersten Teil des Experiments die
Anzahl der maximalen Proxel schrittweise von 10 bis 100 in 10er-Schritten erhöht und im
zweiten Teil von 100 bis 800 in 100er-Schritten.

Erwartungen
Es wird antizipiert, dass analoge zeitliche Verläufe wie beim einfachen Modell autreten
werden. Indessen ist zu erwarten, dass die Laufzeiten aufgrund der inhärenten Komplexität
generell einen Anstieg verzeichnen werden.
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Beobachtungen
Die vorliegende Diagramm zeigt die Resultate des ersten Teils, in dem die Anzahl der
Zeitschritte im Bereich von 10 bis 100 variiert wurde:

Abbildung 4.11: Laufzeiten des Proxelalgorithmus mit den einzelnen Datenstrukturen
durch Laufzeit mit dem Baumstruktur normalisiert zwischen 10 und
100 Zeitschritten bei 300 maximalen Proxeln und einer 100 %igen
Mergewahrscheinlichkeit im komplexen Modell; Mittelwert über 10
Traces

In dieser Abbildung zeigt sich eine Analogie zum Verlauf des einfachen Modells im zweiten
Experiment. Erneut erweist sich die Queue mit zehn Proxeln als die Datenstruktur mit
der geringsten Laufzeit. Jedoch wird sie bereits bei zwanzig Proxeln zur zeitaufwendigsten
Datenstruktur. Ab diesem Punkt steigt ihre Laufzeit rapide an, sodass sie im Vergleich
zu den anderen beiden Datenstrukturen nicht mehr wettbewerbsfähig ist. Der Proxelalgo-
rithmus mit dem Hashverfahren weist stets knapp geringere Laufzeiten als der mit der
Baumstruktur auf.
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Abbildung 4.12: Vergleich der Queue Datenstruktur zwischen den beiden Modellen von
100 bis 800 maximalen bei 8.000 Zeitschritten; Mittelwert von 10 Traces

Abbildung 4.13: Diagramm 26: Vergleich des Hashverfahrens und der Baumstruktur
zwischen den beiden Modellen von 100 bis 800 maximalen bei 8.000
Zeitschritten; Mittelwert von 10 Traces
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Die beiden Diagramme verdeutlichen den Unterschied zwischen dem einfachen und dem
komplexen Modell, wenn die Anzahl der maximalen Proxel schrittweise von 100 auf 800 in
100er-Schritten erhöht wird.

Die vorliegenden Abbildungen bestätigen die erwarteten Ergebnisse. Es zeigt sich erneut
eine quadratische Entwicklung der Laufzeit des Proxelalgorithmus mit der Queue, eine
n · log(n) ähnliche Entwicklung bei der Baumstruktur und eine lineare Entwicklung beim
Hashverfahren mit steigender Anzahl an maximalen Proxeln. Allerdings ist anzumerken,
dass die Laufzeiten bei allen drei Datenstrukturen im Vergleich zum Experiment mit dem
einfachen Modell kontinuierlich signifikant höher sind, was durch einen steileren Anstieg
ersichtlich wird.

Auswertung
Generell manifestieren sich die Verhältnisse in Abbildung 4.11 in Übereinstimmung mit
denen des einfachen Modells in Abbildung 4.4. Diese Kohärenz war zu erwarten, da, obwohl
die Laufzeiten zunehmen, die Verhältnisse bei gleicher Proxelanzahl nahezu invariant
bleiben sollten.

Die steileren Anstiege in Abbildung 4.12 und Abbildung 4.13 lassen sich durch die bei dem
komplexen Modell schneller ansteigendere Anzahl an Proxeln erklären. Präzise ausgedrückt
multipliziert sich die Anzahl der Proxel beim komplexen Modell mit drei bzw. vier, im
Gegensatz zu zwei bzw. drei beim einfachen Modell, pro verarbeitetem Ausgabesym-
bol.

4.8 Experiment VI: Verringerung der
Mergewahrscheinlichkeit im komplexen Modell

festgelegte Parameter und Ziel des Experiments
In diesem Experiment erfolgt eine graduell gestufte Reduktion der Mergewahrscheinlichkeit
der Proxeln beim komplexeren Modell, mit dem Ziel, etwaige Abweichungen im Verhalten
im Vergleich zum einfacheren Modell zu identifizieren.
Im ersten Teil des Experiments wird die Anzahl der Zeitschritte auf 75 und die maximale
Anzahl der Proxel auf 3.000 festgelegt. Im zweiten Teil des Experiments wird die Anzahl der
Zeitschritte auf 8.000 erhöht, während die maximale Anzahl der Proxel auf 300 reduziert
wird. Bei der Anpassung im ersten Teil des Experiments im Vergleich zum ersten Teil vom
Experiment vier erfolgt die Auswahl von lediglich 75 Zeitschritten anstelle von 100, um
sicherzustellen, dass die Grenze von 3.000 Proxeln beim komplexeren Modell aufgrund des
schnelleren Anstiegs der Proxelanzahl nicht erreicht wird.

Erwartungen
Es wird erwartet, dass das Verhalten analog zum einfacheren Modell ist. Erwartungs-
gemäß werden die Laufzeiten erneut signifikant über denen des einfacheren Modells
liegen.
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Beobachtungen

4.8.1 Teilexperiment: maximale Grenze an Proxeln wird nie erreicht

Abbildung 4.14: Laufzeiten der einzelnen Datenstrukturen zwischen 100 %iger und 25
%iger Mergewahrscheinlichkeit im komplexen Modell bei 75 Zeitschrit-
ten und und 3.000 maximalen Proxeln; Mittelwert über 10 Traces

Abbildung 4.15: Ausschnitt von Abbildung 4.14 ohne die Laufzeiten des Proxelalgorith-
mus mit der Queue
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4.8.2 Teilexperiment: maximale Grenze an Proxeln wird schnell
erreicht

Abbildung 4.16: Laufzeiten der einzelnen Datenstrukturen zwischen 100 %iger und
25 %iger Mergewahrscheinlichkeit im komplexen Modell bei 8.000
Zeitschritten und und 300 maximalen Proxeln; Mittelwert über 10
Traces

Die vorliegenden Diagramme bestätigen die antizipierten Ergebnisse, wobei die Entwicklun-
gen denen des vierten Experiments in hohem Maße ähneln. In allen Abbildungen sind le-
diglich gesteigerte Laufzeiten sowie steilere Anstiege in den jeweiligen Entwicklungen im Ver-
gleich zu den Abbildungen des vierten Experiments zu verzeichnen.

Auswertung
Die Beobachtungen der beiden Teilexperimente weisen, wie zuvor erörtert, eine deutliche
Analogie zu jenen des vierten Experiments auf. Dies resultiert primär aus der beschleunigten
Zunahme der Proxelanzahl sowie der erweiterten Zustandsraumgröße, was wiederum
zu den erhöhten Laufzeiten und den steileren Anstiegen in den jeweiligen Verläufen
führt.
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4.9 Experiment VII: Erhöhung der Anzahl an
abzuspeichernden Proxeln im einfachen Modell mit
der Move-To-Front-List

festgelegte Parameter und Ziel des Experiments
In diesem Experiment wird abschließend beabsichtigt, die Move-To-Front-List als „neue“
Datenstruktur zu evaluieren. Wie zu Beginn dieses Kapitels erläutert, ergab die Modellana-
lyse im vorherigen Abschnitt vielversprechende Hinweise darauf, dass die Move-To-Front-
List, durch die Anordnung der Proxel mit den meisten durchgeführten Mergeoperationen
an den Anfang der Liste, potenziell interessante Ergebnisse liefern könnte. Insbesondere bei
dem einfachen Modell zeigte die Verteilung der Mergeoperationen auf die einzelnen Proxel
in Abbildung 3.14 aufgrund ihrer breiten Streuung, dass die Move-To-Front-List Einsichten
von Relevanz bieten könnte. Ebenso verdeutlichte die Abbildung 3.4 im einfachen Modell,
dass bereits der 29. Proxel eine Wahrscheinlichkeit von unter 0,1 % aufweist. Eine mögliche
Optimierung der Performance der Move-To-Front-List im Hinblick auf die bis etwa 18
Proxel effizient agierende Queue, wie in den vorangegangenen Experimenten beobachtet,
könnte daher bereits als vielversprechend betrachtet werden.

Aus diesem Grund wird im ersten Teil dieses Experiments, die Anzahl der maximalen
Proxel pro Zeitschritt schrittweise von 15 auf 30 erhöht. Anschließend wird, die Anzahl
der maximalen Proxel von 100 auf 500 in 100er Schritten gesteigert. Dies ermöglicht eine
umfassende Evaluation der Leistungsfähigkeit der neuen Datenstruktur sowohl im hohen
als auch im niedrigen Proxelbereich. Hierbei wird die Anzahl der Zeitschritte auf 8.000 und
die Mergewahrscheinlichkeit auf 100 % gesetzt. Zusätzlich werden erneut zehn verschiedene
Traces als Eingabe verwendet.

Erwartungen
Es wird erwartet, dass die Move-To-Front-List durch die bessere Sortierung und dement-
sprechend effizientere Suche sowohl schneller als die Queue als auch über einen längeren Zeit-
raum effizienter als die beiden anderen Datenstrukturen agieren wird.

Beobachtungen
Die folgende Abbildung bestätigt eindeutig, dass die Move-To-Front-List die Queue deut-
lich übertrifft. Zudem wird deutlich, dass die herkömmliche Queue ab dem 18. Zeit-
schritt schlechter abschneidet als das Hashverfahren und ab dem 19. Zeitschritt auch
schlechter als die Baumstruktur. Interessanterweise übertrifft die Move-To-Front-List
sogar das Hashverfahren bis zu einer maximalen Proxelgrenze von 25. Ab diesem Zeit-
punkt erweist sich das Hashverfahren als effizienter im Vergleich zur Move-To-Front-
List.
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Abbildung 4.17: Vergleich der Laufzeiten des Proxelalgorithmus mit der Move-To-Front-
List mit den drei bisherigen Datenstrukturen im einfachen Modell
zwischen 15 und 30 maximalen Proxeln bei 8.000 Zeitschritten und
einer 100 %igen Mergewahrscheinlichkeit; Mittelwert über 10 Traces

Das nachfolgende Diagramm veranschaulicht den Verlauf der Laufzeiten für einen erwei-
terten Bereich der maximalen Proxelgrenze.

Abbildung 4.18: Vergleich der Laufzeiten des Proxelalgorithmus mit der Move-To-Front-
List mit den drei bisherigen Datenstrukturen im einfachen Modell
zwischen 100 und 500 maximalen Proxeln bei 8.000 Zeitschritten und
einer 100 %igen Mergewahrscheinlichkeit; Mittelwert über 10 Traces
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Hier ist ersichtlich, dass die Move-To-Front-List zwar deutlich effizienter agiert als die
herkömmliche Priority Queue. Jedoch kann sie im Bereich von 100 bis 500 Proxeln als maxi-
male Proxelgrenze nicht mehr mit der Baumstruktur und dem Hashverfahren konkurrieren,
da ihre Entwicklung weiterhin quadratisch verläuft.

Auswertung
Die bessere Performance der Move-To-Front-List in Abbildung 4.17 ist auf ihre vorteilhafte
Sortierung zurückzuführen. Aufgrund der höheren Wahrscheinlichkeit im einfachen Modell,
dass ein bereits häufig gemergter Proxel erneut gemerget wird im Vergleich dazu, dass ein
selten gemergter Proxel erneut gemerget wird, verlaufen die einzelnen Mergeoperationen
und die damit einhergehende Suche schneller als bei der Priority Queue.
Allerdings ist zu beachten, dass die Suche nach wie vor linear ist und eine Zeitkomplexität
von O(n) aufweist. Dies erklärt die quadratische Entwicklung in Abbildung 4.18, wodurch
die Move-To-Front-List ab dem 25. Proxel nicht mehr mit dem Hashverfahren mithalten
kann.

Zusammenfassend lässt sich feststellen, dass die Move-To-Front-List eine verbesserte
Variante der Queue darstellt und eine maximale Proxelgrenze von 25 anstelle von 18
aufweist.
Dies erfüllt das zu Beginn des Experiments definierte Ziel, da für das in dieser Arbeit
verwendete einfache Modell 25 Proxel ausreichen, um die korrekte Lösung abzubilden.
Infolgedessen kann die Move-To-Front-List als die effizienteste Datenstruktur für das
einfache Modell identifiziert werden.
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4.10 kurze Zusammenfassung der einzelnen Experimente

Im Verlauf des ersten Experiments wurde festgestellt, dass die Queue bei einer geringen
Anzahl von Zeitschritten am effizientesten ist. Dieses Phänomen lässt sich auf die zu diesem
Zeitpunkt geringe Anzahl von Proxeln zurückführen, welche aufgrund der Eigenschaft
der Speicherlokalität der Queue äußerst effizient gespeichert und verarbeitet werden
können. Die Queue erreicht bis zu einer kritischen Schwelle von Proxeln, die sich im
Bereich zwischen 17 und 40 bewegt, eine höchst effiziente Performance. Anschließend
manifestieren sich die minimalsten Laufzeiten durch die Anwendung des Hashverfahrens.
Die Baumstruktur präsentiert zu sämtlichen Zeitpunkten durchschnittliche Werte, wobei
lediglich der 50. Zeitschritt eine Abweichung dazu darstellt. Der kurzzeitige initiale Anstieg
der Werte des Hashverfahrens resultiert aus dem anfänglichen Zusatzaufwand infolge von
Hashtabellenerweiterungen.

01 101 201 301 401 501

Baum 0 ms 0,016 ms 0,025 ms 0,069 ms 0,192 ms 0,629 ms
Queue 0 ms 0,008 ms 0,021 ms 0,064 ms 0,190 ms 0,784 ms
Hash 0 ms 0,010 ms 0,027 ms 0,095 ms 0,277 ms 0,762 ms

601 1001 1.0001 4.0001 7.0001 10.0001

Baum 2,24 ms 24,13 ms 716,8 ms 2.791,9 ms 4.912,7 ms 6.987,5 ms
Queue 3,69 ms 72,58 ms 2.282,9 ms 9.775,4 ms 17.207,2 ms 25.407,5 ms
Hash 2,24 ms 19,82 ms 531,9 ms 2.269,9 ms 3.987,5 ms 5.669,7 ms

Tabelle 4.3: Überblick gemessende Werte Experiment 1

Im zweiten Experiment konnte die Proxelgrenze, ab der die Queue an Effizienz einbüßt, auf
einen spezifischen Wert von 18 präzisiert werden. Anschließend zeichnet sich bei der Queue
ein quadratischer Verlauf infolge der ineffizienten linearen Suche ab. Die Baumstruktur
bewegt sich erneut im mittlerem Niveau. Die logarithmische Suche der Baumstruktur
resultiert in einer Entwicklung, die der Funktion n · log(n) ähnelt. Ab dem 18. Proxel
erweist sich das Hashverfahren als effizienteste Lösung, da die Entwicklung der Laufzeiten
aufgrund der konstanten Suche linear verläuft.

02 102 202 302 402

Baum 0 ms 201,28 ms 303,74 ms 454,85 ms 604,39 ms
Queue 0 ms 137,05 ms 328,18 ms 564,61 ms 833,62 ms
Hash 0 ms 180,95 ms 315,47 ms 422,87 ms 548,54 ms

502 1002 3002 5002 8002

Baum 765,49 ms 1.619,57 ms 5.544,65 ms 8.838,1 ms 13.946,06 ms
Queue 1.145,97 ms 4.012,23 ms 19.936,47 ms 48.241,02 ms 114.410,21 ms
Hash 720,07 ms 1.377,27 ms 4.504,54 ms 7.091,09 ms 10.736,39 ms

Tabelle 4.4: Überblick gemessende Werte Experiment 2

Im Verlauf des dritten Versuchs zeigt sich beim Proxelalgorithmus in allen drei Da-
tenstrukturen eine Zunahme der Laufzeiten im komplexeren Modell im Vergleich zum

1Anzahl durchgeführter Zeitschritte
2maximale Anzahl an Proxel
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einfacheren Modell. Der prozentuale Anstieg der Laufzeit ist bei der Verwendung der
Queue mit 86,33 % am ausgeprägtesten. Dies resultiert aus der bereits im zweiten Ex-
periment dargelegten Tatsache, dass die Queue aufgrund ihrer linearen Suche bei einer
Vielzahl von Proxeln ineffizient agiert. Das komplexere Modell bedingt jedoch, wie bereits
in Kapitel 3 verdeutlicht, eine beschleunigte Zunahme der Anzahl an Proxel. Die Baum-
struktur stabilisiert sich erneut mit etwa 53,03 % im Mittelfeld, während das Hashverfahren
durch seine konstante Suche den geringsten prozentualen Anstieg mit lediglich 26,25 %
verzeichnet.

einfaches Modell komplexes Modell
Baumstruktur 6.166,4 ms 9.436,2 ms
Queue 20.067,6 ms 37.391,5 ms
Hashverfahren 4.733,1 ms 5.975,4 ms

Tabelle 4.5: Überblick gemessende Werte Experiment 3 - Tabelle 4.1

Im Rahmen des vierten Experiments wurden zwei Teilexperimente durchgeführt. Im ersten
Teil wurde die maximale Proxelgrenze zu keinem Zeitpunkt erreicht, während sie im zweiten
Teil rasch erreicht wurde. Wie in Tabelle 4.6 ersichtlich, ergab sich in beiden Teilexperi-
menten eine Zunahme der Laufzeiten durch die Verringerung der Mergewahrscheinlichkeit.
Jedoch unterscheiden sich die Ursachen und Verläufe dieser Zunahme grundlegend. Im
ersten Teilexperiment ist zunächst ein gradueller Anstieg der Laufzeit zu beobachten,
der im Verlauf zunehmend steiler wird. Dies resultiert aus der Tatsache, dass die Mer-
geoperationen im Laufe der Zeit bis zur theoretischen Proxelgrenze, die hier jedoch nie
erreicht wird, kontinuierlich ansteigen. Im Gegensatz dazu zeigt das zweite Teilexperiment
einen entgegengesetzten Verlauf. Hier ist zunächst eine markante Steigerung der Laufzeit
des Proxelalgorithmus mit der Queue zu verzeichnen, gefolgt von einer deutlich flacheren
Anstiegsphase. Dies ist darauf zurückzuführen, dass beim Mergen lediglich ein Proxel
überschrieben werden muss, während in den anderen Fällen der neue Proxel eingefügt und
die gesamte Queue neu sortiert werden muss, was einen erheblichen Zeitverlust bedeutet.
Die Laufzeiten des Proxelalgorithmus mit der Baumstruktur und dem Hashverfahren
bleiben weitgehend konstant, da auch beim Mergen, im Gegensatz zur Queue, ein neuer
Proxel eingefügt werden muss. Somit zeigt sich keine signifikante Zunahme der Laufzeit bei
diesen beiden Datenstrukturen. Das Hashverfahren erweist sich als diejenige Datenstruktur,
die unter diesen Umständen am effizientesten agiert.

Teilexperiment 1
100 % 50 % 33,3 % 25 %

Baum 34,4 ms 36,0 ms 38,44 ms 42,09 ms
Queue 258,99 ms 304,93 ms 356,99 ms 416,28 ms
Hash 23,30 ms 25,44 ms 28,76 ms 31,13 ms

Teilexperiment 2
100 % 50 % 33,3 % 25 %

Baum 6.078,11 ms 6.114,22 ms 6.067,95 ms 6.072,14 ms
Queue 20.280,99 ms 31.363,77 ms 31.443,81 ms 31.457,27 ms
Hash 4.768,97 ms 5.063,83 ms 5.045,17 ms 5.074,08 ms

Tabelle 4.6: Überblick gemessende Werte Experiment 4
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Im fünften und sechsten Experiment wurde das komplexere Modell im Anschluss detaillier-
ter untersucht, indem zwei bereits mit dem einfachen Modell durchgeführte Experimente
mit dem komplexeren Modell repliziert wurden.
Im ersten dieser beiden Experimente wurde die Entwicklungen der Laufzeiten bei einer
zunehmenden Anzahl abzuspeichernder Proxeln analysiert. Im zweiten Experiment wurde
erneut die Mergewahrscheinlichkeit reduziert und es wurde untersucht, ob signifikante
Veränderungen beobachtet werden können.
In beiden Experimenten zeigte sich, dass die Verläufe denen aus dem einfachen Modell
ähneln. Die steileren Anstiege und allgemein höheren Laufzeiten sind dabei lediglich auf
die schnell wachsende Anzahl von Proxeln zurückzuführen.

Bei einem Vergleich der Werte aus der folgenden Tabellen mit Tabelle 4.4 und Tabelle 4.6
wird deutlich, dass die Verläufe äußerst ähnlich sind, wobei lediglich die gemessenen Werte
und Anstiege deutlich höher ausfallen.

02 102 202 302 402

Baum 0 ms 194,97 ms 420,59 ms 624,95 ms 849,85 ms
Queue 0 ms 169,39 ms 492,63 ms 906,47 ms 1.742,71 ms
Hash 0 ms 196,54 ms 419,67 ms 556,62 ms 725,45 ms

502 1002 3002 5002 8002

Baum 1.195,39 ms 3.141,69 ms 7.783,62 ms 12.584,93 ms 19.954,06 ms
Queue 2.637,14 ms 6.282,88 ms 36.271,51 ms 90.835,36 ms 226.160,01 ms
Hash 1.110,80 ms 2.767,15 ms 6.327,11 ms 10.018,36 ms 15.369,43 ms

Tabelle 4.7: Überblick gemessende Werte Experiment 5

Teilexperiment 1
100 % 50 % 33,3 % 25 %

Baum 46,38 ms 47,98 ms 48,52 ms 48,94 ms
Queue 443,54 ms 523,01 ms 584,38 ms 625,85 ms
Hash 38,83 ms 39,87 ms 41,09 ms 41,78 ms

Teilexperiment 2
100 % 50 % 33,3 % 25 %

Baum 7.788,87 ms 7.752,57 ms 7.862,01 ms 7.801,51 ms
Queue 34.077,61 ms 49.919,11 ms 49.965,85 ms 49.914,71 ms
Hash 6.234,99 ms 6.457,41 ms 6.404,95 ms 6.428,97 ms

Tabelle 4.8: Überblick gemessende Werte Experiment 6

Im Rahmen des siebten Experiments wurde abschließend die Move-To-Front-List als
zusätzliche Datenstruktur getestet. Die in Tabelle 4.9 präsentierten Ergebnisse verdeut-
lichen, dass der Proxelalgorithmus mit der Move-To-Front-List durchgehend geringere
Laufzeiten aufweist als mit der Priorityqueue. Darüber hinaus erweist sich die Move-To-
Front-List aufgrund ihrer vorteilhaften Sortierung entsprechend der Anzahl der durchge-
führten Mergeoperationen eines Proxels bis zum 25. Proxel als effizienter im Vergleich
zum Hashverfahren. Schlussendlich lässt sich feststellen, dass die Move-To-Front-List
die effizienteste Datenstruktur für das in dieser Arbeit verwendete einfache Modell dar-
stellt.

2maximale Anzahl an Proxel
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162 172 212 252 262

Baum 300,73 ms 311,09 ms 372,24 ms 449,70 ms 460,36 ms
Queue 283,99 ms 311,36 ms 412,70 ms 513,04 ms 536,96 ms
Hash 285,26 ms 298,46 ms 356,56 ms 408,71 ms 420,91 ms
List 262,51 ms 273,89 ms 352,12 ms 407,93 ms 437,21 ms

1002 2002 3002 4002 5002

Baum 2.382,82 ms 4.286,07 ms 5.483,12 ms 7.110,12 ms 8.862,64 ms
Queue 3.574,11 ms 10.486,12 ms 20.004,99 ms 33.054,65 ms 48.794,58 ms
Hash 1.499,96 ms 3.217,88 ms 5.015,88 ms 7.145,11 ms 8.449,89 ms
List 2.810,83 ms 7.872,28 ms 15.002,77 ms 24.382,41 ms 36.156,74 ms

Tabelle 4.9: Überblick gemessende Werte Experiment 7

2maximale Anzahl an Proxel
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4.11 Auswertung

In diesem Unterkapitel erfolgt die Zusammenfassung und Auswertung der gewonnenen
Ergebnisse, um eine fundierte Antwort auf die Fragestellung dieser Arbeit zu formulie-
ren.

Zusammenfassend lässt sich festhalten, dass die Performance der getesteten Datenstruktu-
ren in den Experimenten sehr variabel war. Insbesondere die Priorityqueue zeigte in vielen
Anwendungsfällen eine abweichenden Verlauf im Vergleich zur Baumstruktur und dem
Hashverfahren. Es lässt sich feststellen, dass die Priorityqueue nicht für eine große Anzahl
von Proxeln geeignet ist. Die Grenze der Queue wurde bei 17 Proxeln identifiziert, bis
wohin sie sogar effizienter arbeitet als die Baumstruktur und das Hashverfahren. Jenseits
dieser Grenze wird sie jedoch ineffizient, da der Sortier- und Suchaufwand zu groß wird.
Eine Erhöhung der maximalen Proxelgrenze führt zu einem quadratischen Anstieg des
Aufwands durch die lineare Suche. Selbst bei Verringerung der Mergewahrscheinlichkeit
oder Erhöhung der Modellkomplexität steigt die Laufzeit erheblich an, da dies erneut zu
einem schnelleren Anstieg der Proxelmenge führt. Der optimale Anwendungsfall für die
Queue liegt somit in einem sehr einfachen Modell, bei dem die maximale Proxelgrenze
mit etwa siebzehn Proxeln begrenzt werden kann, um ihren Vorteil der Speicherlokalität
optimal zu nutzen.

Die im siebten Experiment getestete Move-To-Front-List zeigte eine noch bessere Perfor-
mance als die Priorityqueue bei einer geringen Anzahl von Proxeln, da der Suchaufwand
durch die Sortierung der Proxel nach der Anzahl der durchgeführten Mergeoperationen
erheblich reduziert wurde. Daher wird diese Liste als beste Datenstruktur für das in ideser
Arbeit entworfene einfache Modell eingestuft, bei dem die maximale Proxelgrenze auf
25 festgelegt werden kann, da der 25. Proxel lediglich eine Wahrscheinlichkeit von 1,6 %
besitzt. Für das komplexere Modell ist die Move-To-Front-List aufgrund ihrer schlechten
Performance bei vielen Proxeln nicht zu empfehlen. Außerdem sind die Wahrscheinlichkeits-
werte der Proxel beim komplexen Modell, wie in Abbildung 3.3 deutlich wurde, wesentlich
gleichmäßiger verteilt, weswegen eine maximale Proxelgrenze von 25 nicht zu empfehlen
ist.

Die Baumstruktur und das Hashverfahren wiesen häufig einen ähnlichen Verlauf auf, wobei
das Hashverfahren der Baumstruktur fast immer überlegen war. Dies resultiert unter
anderem aus der konstanten Suche des Hashverfahrens in O(1) im Vergleich zu einer
logarithmischen Zeitkomplexität von O(log(n)) bei der Baumstruktur. Beispielsweise stieg
die Laufzeit des Proxelalgorithmus mit dem Baumstruktur beim Übergang vom einfachen
zum komplexeren Modell um 53,03 %, während die Laufzeit mit dem Hashverfahren nur
um 26,25 % anstieg. Andererseits verlief die Laufzeit mit dem Hashverfahrens linear mit
der Erhöhung der maximalen Proxel, im Gegensatz zur Baumstruktur, bei der sie ähnlich
n · log(n) stieg. Aufgrund dieser Beobachtungen wird das Hashverfahren für komplexere
Modelle ab 25 Proxeln empfohlen. Für die Baumstruktur lässt sich vorerst kein klar
definierter Anwendungsfall feststellen.
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4.12 Fehleranalyse

In diesem kurzen Abschnitt wird eine Fehleranalyse durchgeführt, um eine Aussage
über die Aussagekraft der Ergebnisse zu erhalten. In diesem Zusammenhang werden
die Ergebnisse in Bezug auf das Programm und die Modellierung kritisch betrach-
tet.

Beginnend mit dem Modell: Die Ausgaben des Modells wurden mehrfach auf ihre Sinnhaf-
tigkeit überprüft. Dennoch können kleine Rundungsfehler bei der Übermittlung der Zeit
auftreten. Es ist zu beachten, dass ich die Ausgaben bis zum 100. Zeitschritt überprüft
habe, da eine vollständige Überprüfung aller zwanzig Traces bis zum 8.000. Zeitschritt zu
über 22.000 Ausgaben geführt hätte. Eine manuelle Überprüfung aller dieser Ausgaben ist
zwar prinzipiell möglich, jedoch steht der Aufwand in keinem angemessenen Verhältnis
zum Nutzen. Daher könnte es vorkommen, dass bestimmte Ausgaben fehlerhaft sind oder
zwei Ausgaben aufgrund eines zu groß gewählten ∆ in einem Zeitschritt verarbeitet werden.
Zudem beschränken sich die Experimente auf zwei konkrete Modelle und die Übertragbar-
keit der Ergebnisse auf beliebige Modelle ist daher nicht gesichert. Die neu entwickelte
Liste, basierend auf der hohen Anzahl durchgeführter Mergeoperationen in diesem Modell,
könnte beispielsweise bei anderen Modellen unterschiedlich performen. In Modellen, in
denen häufig dieselben Proxel gemergt werden, könnte die Liste besser performen, während
sie in Modellen mit gleichmäßig verteilten Mergeoperationen möglicherweise schlechter
abschneidet.

Ein weiterer Aspekt betrifft das Programm selbst, das potenzielle Fehlerquellen aufweisen
kann. Trotz intensiven Debuggings sind in größeren Programmen oft kleine Fehler vorhan-
den. Diese könnten auch in meinem Programm existieren und die Ergebnisse beeinflussen.
Aufgrund des erheblichen Rechenaufwands meines Programms ist eine manuelle Kontrolle
nur für die ersten Zeitschritte realistisch und möglich. Danach wird es schwieriger, insbe-
sondere aufgrund von Rundungsfehlern bei der Verarbeitung von Wahrscheinlichkeiten.
Dennoch wurden die Zeitschritte bis zur Verarbeitung des vierten Ausgabesymbols manuell
überprüft. Bis zu diesem Punkt erschienen alle Berechnungen logisch und stimmig.
Ein weiterer Punkt betrifft die Berechnung der Normalverteilung in meinem Code, die
auf einem Näherungsverfahren basiert, da es keine mathematisch exakte Normalverteilung
gibt, die auf Standardoperationen aufbaut. Die Werte sind daher nicht ganz exakt, aber
ich gehe davon aus, dass der dadurch entstehende Fehler vernachlässigbar gering ist.
Die von mir verwendete Zufallsfunktion für das Mergen ist nicht wirklich zufällig, ba-
siert jedoch auf einem zufälligen Initialisierungswert und weist ausreichend statistische
Eigenschaften auf. Hier habe ich den Mersenne-Twister 19937 verwendet, der für meinen
Anwendungsfall als ausreichend zufallsverteilt betrachtet wird. Der dadurch entstehende
Fehler ist daher weitestgehend vernachlässigbar.
Des Weiteren habe ich nur begrenzten Aufwand in die Optimierung des Algorithmus von
Professor Dr. Horton gesteckt. Die verwendeten Datenstrukturen basieren weitestgehend
auf Standardimplementierungen aus der Standardbibliothek mit geringfügigen Anpassun-
gen. Ich gehe davon aus, dass sie sehr effizient sind. Das Programm selbst ist zudem nicht zu
100 % optimiert und es besteht definitiv Potenzial für weitere Performanceverbesserungen.
Eine dieser möglichen Verbesserungen betrifft die Verwendung von shared_ptr, die nicht
nur ineffizient ist, sondern durch die Vielzahl in Kombination mit den vielen Integer-
Werten im abzuspeichernden Proxel zu einer hohen Speicherauslastung führt. Dies könnte
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zu einer Verlangsamung des Programms führen und stellt somit ein Optimierungspotenzial
dar.

Abschließend möchte ich auf meine Messungen mittels des Google Benchmark-Tools zu-
rückkommen. Die durch Google Benchmark ermittelten Ergebnisse tendieren häufig dazu,
lediglich Schätzungen zu sein. Bei wiederholter Durchführung desselben Experiments
nimmt die benötigte Rechenzeit bis zu einem bestimmten Wert stetig ab. Es liegt nahe
anzunehmen, dass der Prozessor Informationen aus vorherigen Durchläufen nutzt und
durch optimierte Sprungbefehle effizienter agiert. Insbesondere bei äußerst kurzen Mes-
sungen weisen die Ergebnisse daher prozentuale Schwankungen auf, was sich auch im
Konfidenzintervall der entsprechenden Experimente widerspiegelt.
Um dieser Problematik entgegenzuwirken, wurde vermieden, ein Experiment zweimal
hintereinander ohne die zwischenzeitliche Ausführung eines anderen Experiments zu
wiederholen. Zudem wurde die Iterationszahl bei zeitlich kurzen Experimenten signi-
fikant erhöht, um sicherzustellen, dass das erzielte Ergebnis eine höhere Aussagekraft
besitzt.

In diesem Kapitel wurden die durchgeführten Experimente vorgestellt und die erzielten
Ergebnisse detailliert ausgewertet. Ein konkretes Ergebnis wurde definiert, welches im
abschließenden Unterkapitel der Fehleranalyse einer eingehenden Überprüfung seiner Aussa-
gekraft unterzogen wurde. Im kommenden Kapitel wird eine prägnante Zusammenfassung
der gesamten Arbeit präsentiert und eine Bewertung vorgenommen. Darüber hinaus wird
ein Ausblick gegeben, der potenzielle Forschungsprojekte für die Zukunft skizziert, die auf
dieser Arbeit aufbauen könnten.
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Im abschließenden Kapitel erfolgt zunächst eine umfassende Zusammenfassung der ge-
samten Arbeit. Darauf aufbauend wird das zu Beginn formulierte Ziel rekapituliert und
einer eingehenden Bewertung unterzogen, um festzustellen, ob das angestrebte Ziel erreicht
wurde. Ferner werden kurz die Einsatzmöglichkeiten der erzielten Ergebnisse erläutert.
Abschließend erfolgt ein Ausblick auf potenzielle Forschungsprojekte, die sich aus den
Erkenntnissen dieser Arbeit ableiten lassen.

5.1 Zusammenfassung und Einschränkungen

Nach der Einleitung in das Themenfeld wurden die theoretischen Fundamente erörtert,
die für die vorliegende Arbeit von Relevanz sind. Hierbei wurden stochastische Petrinetze,
Hidden Markov Models (HMMs), Hidden non Markov Models (HnMMs) und Augmented
Stochastic Petri Nets (ASPNs) erläutert. Besonderes Augenmerk wurde auf die detaillierte
Erläuterung von ASPNs gelegt, da diese als grundlegende Struktur für die später behan-
delten Modelle fungierten.
Die Proxelmethode, insbesondere ihre Anpassung an ASPNs, wurde eingehend behandelt,
da diese Methode einen zentralen Bestandteil der vorliegenden Arbeit darstellt. Ferner
wurden die drei im späteren Verlauf verwendeten Datenstrukturen kurz vorgestellt. Ab-
schließend wurde die Methode des Benchmarking beleuchtet, da durch Benchmarkingtests
die Durchführung der späteren Experimente erfolgte.

Im Hauptteil der Arbeit wurden zunächst in einem separaten Unterkapitel die Implemen-
tierungsdetails erläutert. Dies umfasste die Programmiersprache C++, die verwendete
Entwicklungsumgebung sowie die Festlegung der Schrittweitengröße Delta auf eins. Zu-
dem wurde festgelegt, dass die Transitionen in dieser Arbeit am Ende eines Zeitschrittes
ausgelöst werden.

Anschließend wurden die beiden für die Experimente zugrunde liegenden Modelle präsen-
tiert. Dies umfasste einerseits die Implementierung der beiden ASPNs und andererseits eine
einhergehende Modellanalyse. In dieser Analyse wurde festgestellt, dass im einfachen Modell
etwa 80 % der entstehenden Proxel im darauffolgenden Zeitschritt gemergt werden, wohin-
gegen nur wenige Proxel sehr häufig gemergt werden. Im Vergleich dazu wies das komplexe
Modell eine deutlich gleichmäßigere Wahrscheinlichkeitsverteilung der Proxel auf, wobei
der 43. Proxel im einfacheren Modell eine geringere Wahrscheinlichkeit aufwies als der 300.
Proxel im komplexeren Modell. Die Anzahl der Mergeoperationen war im komplexen Modell
mit 30 % auch wesentlich geringer als im einfachen Modell.

Darauf folgte der eigentliche Experimentationsabschnitt, der sieben verschiedene Experi-
mente einschloss, wie die Erhöhung der Zeitschrittanzahl, die Steigerung der maximalen
Proxelgrenze pro Zeitschritt und die Reduktion der Mergewahrscheinlichkeit. Insbesondere
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wurde dabei stets das komplexe Modell mit dem einfacheren Modell verglichen, um Rück-
schlüsse darüber zu ziehen, ob die Komplexität des Modells einen Einfluss auf die Laufzeit
ausübt.

In der abschließenden Phase der Arbeit erfolgte die Auswertung der Experimente. Dabei
wurde deutlich, dass die Priorityqueue nur mit einer geringen Anzahl von Proxeln effizient
arbeiten kann, da der Such- und Sortieraufwand mit zunehmender Proxelanzahl expo-
nentiell ansteigt. Die ermittelte Proxelschwelle für die Priorityqueue wurde daher auf 17
Proxel festgelegt, bis zu der sie effizienter als die Baumstruktur und das Hashverfahren
arbeitet. Ab dem 18. Proxel wurde das Hashverfahren als die effizienteste Datenstruktur
betrachtet, da es im Gegensatz zur Baumstruktur über einen konstanten Zugriff verfügt,
was die Suchvorgänge erheblich beschleunigt.

Aus der anfänglich erwähnten Modellanalyse und den durchgeführten Experimenten
ergab sich die Erkenntnis, dass eine Sortierung der Proxel basierend auf der Anzahl
der bereits durchgeführten Mergeoperationen eine interessante Option darstellen könnte.
Infolgedessen wurde eine neue Datenstruktur entwickelt, eine sogenannte Move-To-Front-
List. Durch ein abschließendes Experiment wurde überprüft, ob diese Liste effizienter als die
Priorityqueue ist und möglicherweise mit den anderen Datenstrukturen konkurrieren kann.
Die Ergebnisse zeigten, wie erwartet, dass die Move-To-Front-List deutlich performanter
ist als die herkömmliche Priorityqueue. Sie erwies sich nicht nur bis zum 17. Proxel
als effizienter, sondern sogar bis zum 25. Proxel. Danach übernahm jedoch wieder das
Hashverfahren die führende Rolle.

Zusammenfassend lässt sich feststellen, dass bei dem in dieser Arbeit verwendeten einfa-
cheren Modell die Move-To-Front-List die effizienteste Wahl darstellt. Vorallem da gemäß
meiner Modellanalyse die maximale Anzahl an Proxeln auf 25 Proxel pro Zeitschritt
begrenzt werden kann. Bei komplexeren Modellen hingegen ist das Hashverfahren als
effizienteste Datenstruktur zu bevorzugen.

5.2 Aufgreifen der Ziele

In diesem Unterkapitel wird kurz auf das zu Beginn definierte Ziel der Arbeit einge-
gangen. Dieses Ziel umfasste die Analyse des effizienten Verhaltens der drei definierten
Datenstrukturen mittels verschiedener Experimente, um festzustellen, welcher Datentyp
unter unterschiedlichen Rahmenbedingungen die beste Performance aufweist. Dieses Ziel
wurde vollumfänglich erreicht und ich bin mit den Ergebnissen dieser Arbeit zufrieden.
Abschließend wurde eine Empfehlung für den effizienten Einsatz der Datenstrukturen
abgegeben. Darüber hinaus wurde eine neue Datenstruktur vorgestellt, die insbesondere
bei dem einfacheren Modell als die effizienteste unter den in dieser Arbeit verglichenen
Datenstrukturen betrachtet werden kann.
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5.3 Einsatzmöglichkeiten und Nutzen

Durch die durchgeführten Analysen und Experimente in dieser Arbeit wird zukünftig eine
gezieltere und effizientere Verwendung der Datentypen ermöglicht. Die Arbeit legt den
Grundstein für die Performance-Analyse der entsprechenden Datentypen für den von Prof.
Dr. Horten entwickelten Proxelalgorithmus.

5.4 Ausblick

Offen für zukünftige Forschungsprojekte bleibt jedoch die Frage, ob weitere Performan-
ceverbesserungen oder das Testen mehrerer Modelle zu genaueren Ergebnissen führen
könnten. Eine Möglichkeit besteht darin zu untersuchen, ob beispielsweise die Priorityqueue
ohne shared_ptr effizienter ist, da sie dann ihren Vorteil der Speicherlokalität vollständig
nutzen könnte. Darüber hinaus könnte die Evaluierung weiterer Datenstrukturen oder
die Anwendung hybrider Datenstrukturen, beispielsweise eine Fusion von Hashverfahren
und Move-To-Front-List, von Interesse sein und einer fortlaufenden Performance-Analyse
unterzogen werden.
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